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RESUMEN
El presente trabajo aborda una nueva metodolog´ıa para el estudio y
diagno´stico de cardiopat´ıas (dan˜o del musculo card´ıaco), tomando en cuenta
la dina´mica del corazo´n mostrada en un electrocardiograma. La actividad
card´ıaca tiene una dina´mica no lineal por lo que en la mayor´ıa de los casos
se complica su ana´lisis por me´todos cuantitativos. En este trabajo se presen-
ta el ana´lisis de la dina´mica del corazo´n por un me´todo cualitativo que se
basa en nudos. La teor´ıa de nudos es una rama de la topolog´ıa que se en-
carga entre otras cosas de encontrar diferencias y similitudes en trayectorias
tridimensionales.
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n.
1.1. Motivacio´n y objetivos
De acuerdo con el Sistema Nacional de Informacio´n de Salud, despue´s de
la diabetes, las enfermedades cardiovasculares ocupan actualmente en Me´xi-
co el segundo lugar como causa de muerte tanto en hombres como mujeres ,
as´ı como el primer lugar a nivel mundial [1]. El problema del diagno´stico de
enfermedades cardiovasculares es muy complejo, basta decir que el funciona-
miento y dina´mica del corazo´n forman un sistema complejo en si [2, 3].
Los problemas card´ıacos suelen ser muy variados y diferentes, tanto en sus
s´ıntomas como en sus complicaciones; el diagno´stico de patolog´ıas card´ıacas
frecuentemente difiere del padecimiento del paciente. Algunas de las razones
por las que se pueden generar diagno´sticos incorrectos, son la falta de per-
sonal especializado, una mala aplicacio´n de te´cnicas invasivas tales como el
cateterismo, falta de unificacio´n de criterios a la hora de dictaminar, etc; lo
cual pone en riesgo la salud del paciente.
El objetivo de esta tesis es desarrollar las bases de una metodolog´ıa que
ayude al estudio y eventualmente al diagno´stico de anomal´ıas del corazo´n
utilizando herramientas matema´ticas basadas en topolog´ıa. La teor´ıa de nu-
dos [4, 5] es la rama de la topolog´ıa que se encarga de encontrar diferencias y
similitudes en trayectorias cerradas en tres dimensiones [6, 7], este concepto
se vera´ ma´s ampliamente en cap´ıtulos posteriores.
En esta tesis se aplica e´sta teor´ıa al ana´lisis de trayectorias generadas por
el corazo´n proponie´ndo la proyeccio´n en tres dimensiones como una trayecto-
ria anudada, generando a partir de esta representacio´n una firma topolo´gica
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de la dina´mica del corazo´n.
1.2. Matema´ticas en la medicina.
La relacio´n entre la medicina y las matema´ticas ha evolucionado a trave´s
del tiempo, y ha variado entre periodos con v´ınculos casi inexistentes has-
ta la actualidad, en que no se puede concebir la investigacio´n y el ejercicio
de la medicina sin un conocimiento de las matema´ticas. Gracias a sus con-
tribuciones se han logrado conocer factores de riesgo y comportamiento de
enfermedades [8].
Las matema´ticas han hecho valiosas aportaciones a la medicina, entre los
matema´ticos que han aportado bases para el ana´lisis me´dico, se encuentran
los siguientes, Karl Friedrich Gauss, Thomas Bayes, David Cox, Karl Pearson,
cuyos apellidos ya forman parte del lenguaje me´dico que se usa en la pra´ctica
cotidiana [8].
La aplicacio´n ma´s visible de las matema´ticas es la bioestad´ıstica. A princi-
pios de este milenio, los editores de una prestigiada revista me´dica la ubicaron
como una de las aportaciones ma´s importantes que recibio´ la medicina en el
siglo pasado [8].
El Dr. Golbeck y colaboradores definen las habilidades matema´ticas en
salud co´mo: ”La capacidad para acceder, procesar, interpretar, comunicar y
actuar con base en aspectos nume´ricos cuantitativos, gra´ficos, bioestad´ısticos
y probabil´ısticos de la informacio´n sanitaria necesaria para tomar decisiones
efectivas en la salud [8]”.
1.2.1. Antecedentes.
Para entender mejor la dina´mica de la actividad me´dica, es conveniente
tener en cuenta una perspectiva histo´rica. Tengamos presente que la con-
cepcio´n del mundo y el sistema de valores occidental hasta el siglo XV I y
XV II, ten´ıan como bases las doctrinas griegas y la teolog´ıa cristiana.
Durante el Renacimiento, para resolver los problemas en que se manifes-
taron grandes desastres de diversos tipos, como las enfermedades epide´micas,
se recurrio´ a la ciencia para dar diferentes respuestas y soluciones a las ya
tradicionales. Dicha ciencia se basa en gran parte en las ideas y postulados
del filo´sofo y matema´tico france´s Rene´ Descartes y al matema´tico y filo´sofo
ingle´s Isaac Newton [9].
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Descartes dio importancia al dualismo (cuerpo material y esp´ıritu inmate-
rial) y al cara´cter meca´nico de la naturaleza exterior, considerando al cuerpo
humano como un organismo simple pero enormemente ingenioso [9].
Despue´s Newton desarrollo´ una teor´ıa del mundo; descubrio´ las leyes de
la gravitacio´n universal, leyes basadas en la geometr´ıa de Euclides, las ecua-
ciones del ca´lculo diferencial y la nocio´n de la absoluta confiabilidad en las
matema´ticas [9].
El modelo cient´ıfico ten´ıa una visio´n determinista y una capacidad pre-
dictiva. Esas ideas dieron lugar a que los cient´ıficos e ingenieros calcularan,
manipularan y controlaran el mundo observable de manera no pensada antes
de la revolucio´n Cartesiana [9].
La geometr´ıa euclidiana, llamada as´ı por el matema´tico y geo´metra griego
Euclides, se basada en evidencia y deducciones, que el hombre estudio´ y uti-
lizo´ por cerca de dos milenios [9], queda fuera de contexto cuando se aplica a
la naturaleza, las matema´ticas basadas en el ca´lculo y las ecuaciones diferen-
ciales son u´nicamente aproximaciones al mundo real, perdiendo importancia
cuando se trata de explicar el por que´ de la composicio´n de las prote´ınas, el
taman˜o de los a´rboles o la conduccio´n en el sistema nervioso.
En la actualidad hay nuevas matema´ticas, que tienen caracter´ısticas cuali-
tativas y cuantitativas que han dado lugar a la topolog´ıa, a la teor´ıa del caos
y a la geometr´ıa fractal [10], todas relacionadas con la complejidad de los
sistemas dina´micos. Dichos te´rminos, con nuevas connotaciones esta´n dando
lugar a una nueva revolucio´n cient´ıfica. En la actualiadad hay un grupo re-
ducido de investigadores que entienden y se interesan en el papel importante
que las matema´ticas tendra´n en el futuro de la medicina [9].
La aplicacio´n de las matema´ticas no lineales para estudiar feno´menos
dina´micos complejos en cardiolog´ıa, contrasta con los me´todos biof´ısicos uti-
lizados para caracterizar las corrientes y los canales io´nicos sobre la que
descarga la actividad card´ıaca [9]. Feno´menos dina´micos semejantes se pue-
den describir en cualquier tejido excitable, sea cerebro, intestinos, corazo´n
o u´tero, o au´n en todos los medios qu´ımicos no vivos que pueden propagar
excitacio´n [9].
1.2.2. Teor´ıa de la complejidad
Los sistemas complejos son colecciones de unidades en constante interac-
cio´n. De tal interaccio´n, surgen propiedades nuevas que no esta´n presentes
en dichas unidades [10]. Los sistemas complejos no esta´n gobernados [10],
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si no que su control es auto´nomo y depende de realimentaciones positivas y
negativas. Mediante estas realimentaciones, los sistemas se adaptan al medio
ambiente. De aqu´ı el te´rmino de sistemas adaptativos complejos. El universo
esta´ lleno de sistemas adaptativos complejos. Las sociedades democra´ticas
, las bolsas de valores , los sistemas adaptativos del cuerpo humano y en
particular el sistema nervioso , son algunos de estos sistemas complejos [10].
Los sistemas complejos trabajan aparentemente en desorden (en los linde-
ros del caos), si un sistema complejo se ordena, su funcionamiento se degrada
y ultimadamente fenece [10].
Otro concepto novedoso derivado de la teor´ıa de la complejidad es el
fractal. Definido como un objeto semigeome´trico, cuya estructura ba´sica se
repite a diferentes escalas (autosimilitud). Muchas estructuras del cuerpo
humano tienen configuracio´n fractal. Es el caso de la circulacio´n pulmonar
y del sistema ele´ctrico card´ıaco. Las estructuras fractales son muy eficientes
en los procesos de distribucio´n y absorcio´n[10].
1.2.3. Teor´ıa de la complejidad en la medicina
Las nuevas ciencias de la complejidad tendra´n un fuerte impacto en la
pra´ctica de la medicina. El cuerpo humano es un sistema adaptativo complejo
[10]. Comu´nmente se piensa que el comportamiento ordenado de nuestro
organismo es saludable, la teor´ıa de la complejidad sugiere lo opuesto, el
desorden es sano y la uniformidad es dan˜ina [10]. Un ejemplo de este concepto
es el ritmo sinusal, mientras ma´s desordenados esta´n los latidos cardiacos,
ma´s sana sera´ la persona [10]. La pe´rdida de la variabilidad del ritmo card´ıaco
es un ı´ndice predictivo de muerte su´bita[10].
1.2.4. Caos y fractales en cardiolog´ıa
La variabilidad de la frecuencia card´ıaca refleja el funcionamiento del sis-
tema nervioso auto´nomo. La variabilidad del ritmo card´ıaco puede ser cao´tica
[10]. Un estudio realizado por Kanters y colegas parece confirmar que la va-
riabilidad del intervalo R-R es un proceso con un elemento de determinismo
no lineal, pero sin evidencia de caos de bajas dimensiones en estas series de
tiempo [10]. En contraste, el trabajo de Michaels y colaboradores mostra-
ron una clara evidencia de comportamiento cao´tico en un modelo matema´ti-
co del nodo sinoauricular impulsado por el nervio vago[11]. En condiciones
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normales, la variabilidad del ritmo card´ıaco tiene rasgos fractales. La pe´rdi-
da de la fractalidad refleja una degradacio´n de la complejidad del sistema
nervioso auto´nomo. Mediante un estudio no lineal de los ritmos card´ıacos,
podemos apreciar la recuperacio´n de nuestro principal sistema adaptativo
complejo[10].
1.3. Organizacio´n de la tesis
En el segundo cap´ıtulo se presentan conceptos ba´sicos sobre sistemas
dina´micos; tales como sistemas lineales, no lineales, sistemas cao´ticos,
atractores y algunas simulaciones de estos sistemas dina´micos.
En el tercer cap´ıtulo se presenta la anatomı´a, fisiolog´ıa del corazo´n y
algunos de los problemas card´ıacos.
En el cuarto cap´ıtulo se explica sobre el electrocardiograma, su funcio´n
y derivaciones.
En el quinto cap´ıtulo se introduce el concepto de teor´ıa de nudos y
algunas de sus aplicaciones.
En el sexto cap´ıtulo se expone la relacio´n entre la teor´ıa de nudos y el
funcionamiento del corazo´n; tambie´n explicamos las bases y metodo-
log´ıa que se llevo a cabo para los resultados de esta tesis.
En el se´ptimo cap´ıtulo se presentan los resultados obtenidos.
En el octavo cap´ıtulo se dan las conclusiones generales del trabajo y el
trabajo futuro.
Cap´ıtulo 2
Sistemas Dina´micos
Un sistema dina´mico es un sistema f´ısico que evoluciona con el tiempo. A
trave´s de los an˜os los problemas dina´micos han sido objeto de gran estudio
entre la comunidad cient´ıfica. Entre los ma´s notables son los de la meca´nica
celeste, consiste en el estudio de movimietos de cuerpos dentro del sistema so-
lar. Otros ejemplos de sistemas dina´micos aparecen en la meca´nica de fluidos,
el crecimiento demogra´fico, el comportamiento del corazo´n, en la dina´mica
de las part´ıculas, y en una multitud de situaciones en las que hay un cambio
de sistema f´ısico a trave´s de la evolucio´n del tiempo [12].
Gracias a los trabajos de Newton para comprender y modelar los movi-
mientos de los planetas, dio origen al desarrollo del ca´lculo, y as´ı surgio´ el
planteamiento de modelos de problemas dina´micos como ecuaciones integra-
les y diferenciales.
Por cerca de 400 an˜os el ana´lisis matema´tico era la herramienta favo-
rita para el estudio de problemas dina´micos hasta que el trabajo de H.
Poincare´(1854-1912) a fines del siglo XIX mostro´ que los meto´dos utiliza-
dos podr´ıan no dar resultados correctos en todos los casos, porque las series
usadas en tales ca´lculos diverg´ıan. A partir de que Poincare´ fusiono´ el ana´li-
sis matema´tico con la geometr´ıa al desarrollar un punto de vista cualitativo
para el estudio de las ecuaciones ordinarias; surgio´ lo que actualmente se
conoce como sistemas dina´micos. E´ste ana´lisis dio lugar a otras ramas de las
matema´ticas, como la topolog´ıa algebra´ica y la topolog´ıa diferencial [12].
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2.1. Tipos de sistemas dina´micos
Los sistemas dina´micos se dividen en discretos y continuos; un sistema
dina´mico se dice que es discreto si el tiempo se mide en pequen˜os lapsos;
estos son modelados utilizando relaciones recursivas, tales como la siguiente
ecuacio´n
xt+1 = axt(1− xt). (2.1)
Donde t denota los pasos discretos del tiempo y x es la variable dependiente
del tiempo t.
Si el tiempo es medido en forma continua, el sistema dina´mico continuo
resultante es expresado como una ecuacio´n diferencial ordinaria; por ejemplo:
x˙ = ax(1− x). (2.2)
Donde x es la variable que cambia con el tiempo t. La variable x es
normalmente un nu´mero real o un vector dependiendo de las dimensiones del
sistema.
Figura 2.1: Gra´fica de una sen˜al continua y discreta
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2.2. Sistemas lineales y no lineales
Una de las tareas ma´s importantes y complejas en el ana´lisis de sistemas
dina´micos es generar modelos que describan cuantitativamente lo que ocurre
en el sistema. Naturalmente no se trabaja con el sistema real; estos modelos
se designan lineales o no lineales dependiendo de su estructura (naturaleza)
matema´tica.
2.2.1. Sistemas lineales
Un sistema se denomina lineal si satisface el principio de superposi-
cio´n. Este principio establece que la respuesta producida por la aplicacio´n
simulta´nea de dos funciones de entradas diferentes es la suma de las dos res-
puestas diferentes individuales. Por tanto, para el sistema lineal, la respuesta
a varias entradas se calcula tratando una entrada cada vez y sumandolas [15].
En matema´ticas una funcio´n lineal f(x) es aquella que satisface las siguientes
propiedades:
Propiedad aditiva (tambie´n llamada propiedad de superposicio´n): Si
existen f(x) y f(y), entonces f(x+ y) = f(x) + f(y).
Propiedad homoge´nea: f(ax) = af(x), para todo nu´mero real de a.
Esto hace que la homogeneidad siga a la propiedad aditiva en todo los
casos donde a es real.
Una ecuacio´n diferencial es lineal si sus coeficientes son constantes o son
funcio´n so´lo de la variable independiente y si cumple el principio de super-
posic´ıon. Los sistemas dina´micos formados por componentes de para´metros
concentrados lineales invariantes con el tiempo se describen mediante dife-
renciales lineales invariantes en el tiempo [15].
La teor´ıa de control lineal en su mayor parte se ocupa del estudio de
sistemas lineales invariantes en el tiempo, de la forma:
x˙ = Ax, (2.3)
donde x es el vector de estados y A es la matriz del sistema. Las propiedades
de los sistemas dina´micos lineales [14] son:
Los sistemas lineales tienen un punto u´nico de equilibrio s´ı A es no
singular.
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El punto de equilibrio es estable si todos los valores propios de A tienen
parte real negativa.
La respuesta transitoria de un sistema lineal se compone de los modos
naturales del sistema, la solucio´n general se puede resolver anal´ıtica-
mente.
En la presencia de una entrada externa u(t), por ejemplo:
x˙ = Ax+Bu, (2.4)
el sistema responde a un nu´mero de propiedades interesantes, una de
las ma´s importantes es que esto satisface el principio de superposicio´n.
2.2.2. Sistemas no lineales
Los sistemas no lineales son mucho ma´s dif´ıciles de analizar y a menu-
do exhiben un feno´meno conocido como caos, una de las caracter´ısticas del
caos es que tiene comportamientos totalmente impredecibles. Los sistemas
no lineales no esta´n sujetos al principio de superposicio´n lo que hace que sea
mucho ma´s dif´ıcil de analizarlos [13].
Los sistemas no lineales son de gran intere´s en las ramas de la f´ısica y
matema´ticas aplicadas debido a que la mayor´ıa de los problemas f´ısicos son
impl´ıcitamente no lineales en su naturaleza.
Un ejemplo de sistema no lineal es el oscilador de Van der Pol, el cual es
un oscilador con amortiguamiento no lineal, las ecuaciones que describen su
compartamiento son:
x˙1 = −x2,
x˙2 = x1 + (x
2
1 − 1)x2.
(2.5)
Debido a las poderosas herramientas de ana´lisis para sistemas lineales,
el primer paso para analizar un sistema no lineal es usualmente linealizarlo.
Existen dos limitaciones ba´sicas de la linealizacio´n. Primero, dado que la
linealizacio´n es una aproximacio´n en el vecindario de un punto de operacio´n,
podemos solamente predecir el comportamiento local del sistema no lineal
en la vecindad de este punto [13]. No se puede predecir el comportamiento
lejos del punto de operacio´n y tampoco el comportamiento global en todo el
espacio de estado. Segundo, las dina´micas de un sistema no lineal son ma´s
ricas que las dina´micas de un sistema lineal. Existen feno´menos esencialmente
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Figura 2.2: Gra´fica de la ecuacio´n de Van Der Pol
no lineales que pueden aparecer so´lo en la presencia de no linealidades; por
lo tanto, no pueden ser descritos o predichos por modelos lineales.
Algunas de las propiedades de los sistemas no lineales [14] son:
Puntos de equilibrio mu´ltiples
Un sistema no lineal puede tener ma´s de un punto de equilibrio. El es-
tado puede converger a uno o varios puntos de operacio´n, dependiendo
del estado inicial del sistema.
Ciclos l´ımite
Para que un sistema lineal invariante en el tiempo oscile, debe tener
un par de valores propios sobre el eje imaginario, lo cual es casi impo-
sible de mantener en presencia de perturbaciones. En la vida real, la
oscilacio´n estable debe ser producida por sistemas no lineales. Existen
sistemas no lineales los cuales entran en una oscilacio´n de amplitud y
frecuencia fija, independientemente del estado inicial; este tipo de os-
cilaciones es conocida como un ciclo l´ımite. Este feno´meno puede ser
observado en las ecuaciones del oscilador de Van der Pol.
Escape en tiempo finito
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El estado de un sistema lineal inestable tiende a infinito cuando el
tiempo tiende a infinito; un estado de un sistema no lineal, sin embargo,
puede tender a infinito en tiempo finito.
Bifurcaciones
Como los para´metros de los sistemas dina´micos no lineales son cam-
biantes, la estabilidad de los puntos de equilibrio pueden cambiar y
tambie´n puede cambiar el nu´mero de puntos de equilibrio. Los valores
de estos para´metros en los que la naturaleza cualitativa del sistema
son los cambios de movimientos, se conocen como valores cr´ıticos o
bifurcaciones.
Caos
Para un sistema lineal estable, pequen˜as diferencias en las condicio-
nes in´ıciales puede causar solamente pequen˜as diferencias en la salida.
Los sistemas no lineales muestran un feno´meno llamado caos, lo que
significa que la salida del sistema es extremadamente sensible a las
condiciones in´ıciales.
2.3. Sistemas Cao´ticos
Teor´ıa del caos es la denominacio´n popular de la rama de las matema´ticas,
la f´ısica y otras ciencias que trata de ciertos tipos de sistemas dina´micos muy
sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales. Pequen˜as variaciones en
las condiciones iniciales pueden implicar grandes diferencias en el comporta-
miento futuro; complicando la prediccio´n a largo plazo. Esto sucede, aunque
estos sistemas son en rigor determin´ısticos, es decir; su comportamiento pue-
de ser completamente determinado conociendo sus condiciones iniciales. El
primer ejemplo conocido de sistema cao´tico es el sistema clima´tico descrito
por el atractor de Lorenz [16].
2.3.1. Atractores
Una manera de visualizar el movimiento cao´tico; o cualquier tipo de mo-
vimiento, es hacer un diagrama de fase del movimiento. En tal diagrama el
tiempo esta impl´ıcito y cada eje representa una dimensio´n del estado. Por
ejemplo, un sistema en reposo sera´ dibujado como un punto, y un sistema en
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movimiento perio´dico sera´ dibujado como un c´ırculo. Algunas veces el mo-
vimiento representado con estos diagramas no muestra una trayectoria bien
definida, si no que la trayectoria va de un lugar a otro sin elegir un lugar fijo
alrededor de algu´n movimiento bien definido. Cuando esto sucede se dice que
el sistema es atra´ıdo hacia un tipo de movimiento, es decir, que hay un atrac-
tor. De acuerdo a la forma en que sus trayectorias evolucionen, los atractores
pueden ser clasificados como perio´dicos, cuasi-perio´dicos y extran˜os. Estos
nombres se relacionan exactamente con el tipo de movimiento que provocan
en los sistemas [17].
2.3.2. Atractores extran˜os
Cuando un sistema es cao´tico, el conjunto del estado de fases donde se
presenta el feno´meno de dependencia sensible a las condiciones iniciales puede
venir a compan˜ado de otras condiciones adicionales, por ejemplo, que sea un
conjunto atractor para todas o para la mayor parte de las trayectorias del
sistema. En tales situaciones, es habitual que dicha porcio´n del espacio de
fase tenga una estructura geome´trica y topolo´gica muy complicada y como
consecuencia una dina´mica de alto grado de complejidad. Estos conjuntos
fueron denominados atractores extran˜os debido a que tienen una estructura
y una apariencia extran˜a [18]. El atractor de Lorenz es, quiza´, unos de los
diagramas de sistemas cao´ticos mas conocidos, no solo porque fue uno de los
primeros, si no tambie´n porque es uno de los mas complejos y peculiares.
2.4. Simulacio´n de sistemas dina´micos
Una definicio´n de simulacio´n dada por H. Maisel y G. Gnugnoli es: ”Si-
mulacio´n es una te´cnica nume´rica para realizar experimentos en una compu-
tadora digital. Estos experimentos involucran ciertos tipos de modelos ma-
tema´ticos y lo´gicos que describen el comportamiento de sistemas de negocios,
econo´micos, sociales, biolo´gicos, f´ısicos o qu´ımicos a trave´s de largos per´ıodos
de tiempo”.
Una de las ventajas de la simulacio´n de sistemas dina´micos es ayudar a
entender las relaciones o estructuras que genera el sistema, ver los resultados
que suceden atrave´z del tiempo, generar las trayectorias que ilustren el com-
portamiento del sistema dina´mico, obtener un modelo gra´fico a trave´s del
modelo matema´tico del sistema. A continuacio´n veremos algunos ejemplos
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de simulaciones de sistemas dina´micos.
Sistema dina´mico no lineal de Parris y Rassai [30]
x˙1 = −mx2 + nx1x2,
x˙2 = mx1 + nx2x3,
x˙3 = (n/2)(1 + x
2
3 − x
2
1 − x
2
2).
(2.6)
Con las condiciones in´ıciales x1(0) = −2,5, x2(0) = 2,5, x3(0) = 0,78,m = 2
y n = 3.
Figura 2.3: Representacio´n gra´fica del sistema de Parris y Rassai
Atractor de Lorenz [29]
x˙ = a(y − x),
y˙ = x(b− z)− y,
x˙ = xy − cz.
(2.7)
con condiciones iniciales x1(0) = 1, x2(0) = 0 y x3(0) = 0; con los para´metros
a = 10, b = 28 y c = (8/3)
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Figura 2.4: Atractor de Lorenz
Atractor en forma de toroide [26]
El toroie topolo´gicamente es una superficie cerrada definida como el
producto de dos crculos S1 ∗ S1 [26], ver gra´fica 2.5.
x(u, v) = (R + rcos(v))cos(u),
y(u, v) = (R + rcos(v))sen(u),
z(u, v) = rsen(v).
(2.8)
donde u, v ∈ [0, 2π], R = 1 y r = 0,5.
La seleccio´n de estas simulaciones, se incluyeron ya que posteriormente
en los siguientes cap´ıtulos representaran ejemplos.
2.4.1. Comportamiento card´ıaco
La actividad card´ıaca por naturaleza tiene una dina´mica no lineal y por
lo tanto hace que el estudio por medio de modelos matema´ticos sea muy
complicado.
Se han hecho muchas observaciones experimentales acerca de las propie-
dades electrofisiolo´gicas de las ce´lulas card´ıacas que han sido llevadas a cabo
en las u´ltimas de´cadas, dentro de las cuales podemos resaltar entre otras la
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Figura 2.5: Gra´fica del Toro
creacio´n de te´cnicas como: Voltage clamp, Patch clamp [19], etc, estos re-
sultados permiten obtener medidas precisas de las corrientes que atraviesan
la membrana card´ıaca, permitiendo aclarar el funcionamiento del mu´sculo
card´ıaco.
Asimismo, la obtencio´n de estas lecturas ha producido la formulacio´n
de modelos matema´ticos que describen el comportamiento de la actividad
ele´ctrica de estos tipos de ce´lulas excitables. El primer modelo desarrollado
fue el propuesto por Hodking y Huxley en 1952; dicho modelo reprodujo de
manera apro´ximada el potencial de accio´n y las corrientes io´nicas de un axo´n
gigante de calamar [19]. Este modelo establecio´ un formalismo matema´tico
u´til para describir la cine´tica io´nica de la membrana card´ıaca, este modelo
ha prevalecido en el tiempo y ha sido usado como base para el desarrollo de
modelos ma´s complejos de este tipo de tejidos excitables.
Dichas caracter´ısticas son casi imposibles de obtener experimentalmente,
dando lugar a una gran ventaja de los modelos matema´ticos y a las simulacio-
nes computacionales realizadas con dichos modelos, de tal forma se propor-
ciona una manera alternativa para explorar los mecanismos electrofisiolo´gicos
de las ce´lulas excitables. Asimismo, si se combina la formulacio´n matema´tica
de la cine´tica io´nica de la membrana con las caracter´ısticas ele´ctricas de un
tejido, se podr´ıa simular dicho comportamiento del tejido card´ıaco o hasta
incluso un corazo´n completo.
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Figura 2.6: Electrocardiograma del comportamiento card´ıaco
Se resalta que en esta tesis no se realizara ningu´n modelo matema´tico de
la actividad card´ıaca, se propone una forma de ana´lisis de la dina´mica del
corazo´n mediante el uso de topolog´ıa, como se vera´ en los pro´ximos cap´ıtulos.
2.5. Conclusiones del cap´ıtulo
Se explica de manera somera lo que son los sistemas dina´micos y sus
propiedades de linealidad y no linealidad. Enfatizando que el comportamiento
card´ıaco tiene una dina´mica no lineal, lo cual hace que su estudio por modelos
matema´ticos sea complicada; lo cual se considera otra alternativa para su
estudio.
Cap´ıtulo 3
Breve descripcio´n del corazo´n
3.1. El corazo´n
El corazo´n es un o´rgano muscular localizado entre los pulmones [20]. Se
trata de una bomba muy eficaz que proporciona la potencia para mantener el
flujo de sangre necesario para todo el cuerpo. El pericardio, tambie´n conocido
como el saco perica´rdico, es un saco membranoso de doble pared que rodea
al corazo´n [20].
Figura 3.1: Localizacio´n del corazo´n [20]
3.1.1. Las paredes del corazo´n
Las paredes del corazo´n se componen de tres capas: el epicardio, miocardio
y endocardio.
El epicardio es la capa externa del corazo´n y la capa interior del peri-
cardio
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El miocardio, tambie´n conocido como mu´sculo mioca´rdico, de las tres
capas que compone al corazo´n es la capa media y la ma´s gruesa y se
compone de tejidos especializados del mu´sculo card´ıaco. La constante
contraccio´n y relajacion de este mu´sculo crea el movimiento de bombeo
que mantiene el flujo de sangre por todo el cuerpo.
El endocardio, que consiste en el tejido epitelial, es el revestimiento
interno del corazo´n. Esta superficie entra en contacto directo con la
sangre a medida que se bombea a trave´s del corazo´n.
Figura 3.2: Paredes del corazo´n [20]
3.1.2. Ca´maras del corazo´n
El corazo´n esta dividido en el lado izquierdo y derecho, el cual esta sub-
dividido en cuatro ca´maras [20].
Las aur´ıculas son dos ca´maras superiores del corazo´n, ver figura 3.3.
Son las ca´maras receptoras, todos los vasos sangu´ıneos que se dirigen
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al corazo´n entran aqui. Las aur´ıculas esta´n separadas por el tabique
interauricular.
Los ventr´ıculos son dos ca´maras inferiores del corazo´n, ver figura 3.3.
Son las ca´maras de bombeo, y todos los vasos sangu´ıneos que salen
del corazo´n emergen de los ventr´ıculos. Los ventr´ıculos esta´n separados
por el tabique interventricular. Las paredes de los ventr´ıculos son ma´s
gruesas que las de las aur´ıculas, ya que estos bombean la sangre por
todo el cuerpo.
3.1.3. Las va´lvulas del corazo´n
El flujo sangu´ıneo a trave´s del corazo´n esta´ controlada por cuatro va´lvu-
las: la tricu´spide, pulmonar, mitral y ao´rtica, ver figura 3.3. Si alguna de
estas va´lvulas no trabaja correctamente, la sangre no circula apropiadamen-
te a trave´s del corazo´n y no puede ser bombeado efectivamente a todas las
partes del cuerpo [20].
La va´lvula tricu´spide controla la apertura entre la aur´ıcula derecha y
la arteria pulmonar.
La va´lvula pulmonar, esta´ localizada entre el ventr´ıculo derecho y la
arteria pulmonar.
La va´lvula mitral, esta´ localizada entre la aur´ıcula izquierda y el ventr´ıcu-
lo izquierdo.
La valvula ao´rtica esta´ localizada entre el ventr´ıculo izquierdo y la
aorta.
3.1.4. Flujo sangu´ıneo a trave´s del corazo´n
La aur´ıcula derecha recibe la sangre pobre en ox´ıgeno desde todos los
tejidos, excepto de los pulmones, a trave´s de las venas cavas superiores
e inferiores. La sangre sale de la aur´ıcula derecha a trave´s de la va´lvula
tricu´spide hacia el interior del ventr´ıculo derecho; en la figura 3.3 se
indica este flujo por medio de flechas azules.
El ventr´ıculo derecho bombea la sangre pobre en ox´ıgeno a trave´s de la
va´lvula pulmonar y hacia la arteria pulmonar, que conduce la sangre a
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los pulmones; en la figura 3.3 se indica este flujo por medio de flechas
azules.
La aur´ıcula izquierda recibe la sangre rica en ox´ıgeno de los pulmones
a trave´s de las cuatro venas pulmonares. El flujo sangu´ıneo sale de la
aur´ıcula izquierda a trave´s de la va´lvula mitral y hacia el interior del
ventr´ıculo izquierdo; en la figura 3.3 se indica este flujo por medio de
flechas rojas.
El ventr´ıculo izquierdo recibe la sangre rica en ox´ıgeno de la aur´ıcula
izquierda. El flujo sangu´ıneo sale del ventr´ıculo izquierdo a trave´s de la
va´lvula aortica y hacia la aorta, que lleva la sangre a todas las partes
del cuerpo, excepto los pulmones; en la figura 3.3 se indica este flujo
por medio de flechas rojas.
La sangre pobre en ox´ıgeno es regresada por la vena cava a la aur´ıcula
derecha y el ciclo continua; en la figura 3.3 se indica este flujo por medio
de flechas azules.
3.2. Latido del corazo´n
Para bombear la sangre efectivamente a trave´s del todo el cuerpo, la
contraccio´n y relajacio´n (latidos del corazo´n) debe ser exactamente en la
secuencia correcta.
La velocidad y la regularidad de los latidos del corazo´n se determinan
por los impulsos ele´ctricos de los nervios que estimulan el miocardio de las
ca´maras del corazo´n. Tambie´n conocido como el sistema de conduccio´n, estos
impulsos ele´ctricos son controlados por el nodo sinoauricular (SA) y el nodo
auriculoventricular (AV) y el haz de His [20], ver figura 3.4.
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Figura 3.3: Flujo sangu´ıneo del corazo´n [23].
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El nodo sinoauricular
El nodo sinoauricular, que es referido frecuentemente como el nodo SA,
esta´ localizado en la pared posterior de la aur´ıcula derecha cerca de la
entrada vena cava superior [20].
El nodo SA estabiliza el ritmo ba´sico y la velocidad de los latidos
del corazo´n. Por esta razo´n, es conocido como el marcapasos natural
del corazo´n. Los impulsos de este nodo hacen comenzar cada ciclo de
contraccio´n muscular en el corazo´n [20].
El impulso de la aur´ıcula derecha se extiende sobre los mu´sculos de
ambas aur´ıculas, haciendo que se contraigan al mismo tiempo. Esta
contraccio´n hace que la sangre vaya hacia los ventr´ıculos [20].
El nodo Auriculoventricular
Los impulsos del nodo SA tambien viajan hacia el nodo auriculoventri-
cular, que es conocido tambie´n como el nodo AV [20].
El nodo AV esta´ localizado en el piso de la aur´ıcula derecha cerca del
tabique interauricular. De aqu´ı los impulsos ele´ctricos son transmitidos
hacia el haz de His [20].
El haz de His
El haz de His es un grupo de fibras localizadas dentro del tabique
interventricular. Estas fibras llevan un impulso ele´ctrico para asegurar
la secuencia de las contracciones del corazo´n. Estos impulsos ele´ctricos
viajan hacia los ventr´ıculos derecho e izquierdo y a las fibras de Purkinje
[20].
Las fibras de Purkinje son fibras de conduccio´n localizadas en las pa-
redes de los ventr´ıculos [20]. Estas fibras retransmiten los impulsos
ele´ctricos a las ce´lulas de los ventr´ıculos y esta estimulacio´n causa que
los ventr´ıculos se contraigan.
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Figura 3.4: Sistema de conduccio´n ele´ctrico del corazo´n [20].
3.2.1. Actividad ele´ctrica del corazo´n
La actividad del sistema de conduccio´n ele´ctrica del corazo´n puede ser
visualizado como movimientos de ondas en un monitor o en un electrocar-
diograma.
La onda P es debido a la estimulacio´n (contraccio´n) de las aur´ıculas.
El complejo QRS muestra la estimulacio´n (contraccio´n) de los ventr´ıcu-
los.
La onda T es la recuperacio´n (relajacio´n) de los ventr´ıculos.
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Figura 3.5: Ondas ele´ctricas
La onda U que se registra despue´s de la onda T y que suele ser posi-
tiva y a veces bastante sobresaliente sin que esto tenga un significado
patolo´gico.
3.3. Problemas card´ıacos
Los problemas en el corazo´n se pueden presentar desde antes de nacer o
se pueden presentar a trave´s de cualquier etapa de la vida. En esta seccio´n se
presentan de manera somera algnos problemas del corazo´n ma´s recurrentes
[20].
3.3.1. Defectos conge´nitos del corazo´n
Defectos conge´nitos del corazo´n son anomal´ıas estructurales por la ma-
la formacio´n del corazo´n; esta´ presente en el momento del nacimiento. El
corazo´n del bebe´ empieza a desarrollarse poco tiempo despue´s de la con-
cepcio´n. Durante el desarrollo pueden ocurrir defectos estructurales; estos
defectos pueden afectar las paredes del corazo´n, las va´lvulas card´ıacas, las
arterias y las venas cercanas al corazo´n. Los defectos conge´nitos del corazo´n
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pueden interrumpir el flujo normal de la sangre a trave´s del corazo´n [20]. El
flujo puede:
Hacerse ma´s lento.
Ir en la direccio´n equivocada o hacia el lugar incorrecto.
Estar completamente bloqueado.
3.3.2. Insuficiencia card´ıaca
La insuficiencia card´ıaca que tambie´n se conoce como insuficiencia card´ıaca
congestiva, se produce ma´s comu´nmente en los ancianos. Esta es una condi-
cio´n cro´nica en la que el corazo´n es incapaz de bombear la sangre que recibe.
La disminucio´n de la accio´n de bombeo causa acumulacio´n de l´ıquidos.
3.3.3. Carditis
La carditis es el te´rmino gene´rico con el cual se denomina a la inflamacio´n
del corazo´n [20].
Endocarditis
Es una inflamacio´n del revestimiento interior del corazo´n.
Endocarditis bacterial
Es una inflamacio´n del revestimiento o de las va´lvulas del corazo´n cau-
sadas por la presencia de una bacteria en el torrente sangu´ıneo. Una de
las causas que provoca esta enfermedad es durante el sangrado en una
cirug´ıa dental ya que esto permite que las bacterias de la boca entren
al torrente sangu´ıneo.
Miocarditis
Es una inflamacio´n del miocardio. Esta enfermedad fuera de lo comu´n
puede desarrollarse como una complicacio´n de una infeccio´n viral.
Pericarditis
Es una inflamacio´n del pericardio que es una acumilacio´n de fluidos
dentro del saco perica´rdico. Estos fluidos restringen los latidos del co-
razo´n y reducen la capacidad del corazo´n de bombear la sangre a trave´s
del cuerpo.
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3.3.4. Paro card´ıaco y arritmias
El paro card´ıaco es un evento donde el corazo´n se detiene abruptamente o
desarrolla una arritmia muy anormal que impide el bombeo de la sangre. El
te´rmino arritmia describe un ritmo anormal del latido del corazo´n. El ritmo
normal del corazo´n va desde 60 a 100 latidos por minuto pero depende mucho
de la edad de la persona [20].
Bradicardia
Es la disminucio´n del ritmo card´ıaco, es un te´rmino usado cuando el
ritmo card´ıaco es menos de 60 latidos por minuto.
Taquicardia
Es la aceleracio´n del ritmo card´ıaco, el te´rmino es usado cuando el
ritmo card´ıaco es mayor que los 100 latidos por minuto.
3.4. Cardiomiopat´ıa
En esta seccio´n hablaremos en particular de las cardiomiopat´ıas que sig-
nifica enfermedad del mu´sculo card´ıaco, el metodo descrito en esta´ tesis pre-
tende en un futuro coadyuvar al diagno´stico de este tipo de enfermedades por
el me´todo que se vera´ en los pro´ximos cap´ıtulos. La cardiomiopat´ıa dan˜a la
elasticidad del tejido muscular del corazo´n y reduce su capacidad para bom-
bear sangre al resto del organismo [23].La cardiomiopat´ıa es muy peligrosa
porque a menudo pasa desapercibida y el enfermo no recibe el tratamien-
to que necesita. Adema´s, es diferente de otros problemas card´ıacos porque
frecuentemente afecta a gente joven [23]. Existen cuatro tipos principales de
cardiomiopat´ıas [23]:
3.4.1. Cardiomiopat´ıa dilatada
La cardiomiopat´ıa dilatada es la enfermedad ma´s comu´n del mu´sculo
card´ıaco. Se produce con mayor frecuencia en gente de mediana edad y es
ma´s comu´n en los hombres que en las mujeres. Pero la enfermedad ha sido
diagnosticada en gente de todas las edades, incluso en nin˜os.
La cardiomiopat´ıa dilatada, tambie´n denominada (cardiomiopat´ıa con-
gestiva), dan˜a el tejido muscular que conforma las cavidades de bombeo del
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corazo´n. Si las paredes de estas cavidades se debilitan demasiado, el corazo´n
no puede bombear sangre normalmente [23].
Inicialmente, las funciones del organismo seguira´n siendo casi normales.
Otras partes del organismo tratara´n de compensar la disminucio´n de la ca-
pacidad de bombeo del corazo´n con un aumento en la cantidad de l´ıquido
que retienen y produciendo ma´s sangre de lo normal. Entonces, las cavida-
des del corazo´n se agrandan (dilatan) para poder recibir este mayor volumen
de sangre. Este agrandamiento puede restablecer en parte la fuerza de bom-
beo del corazo´n porque cuanto ma´s se estire un mu´sculo, con mayor fuerza
podra´ contraerse.
Con el tiempo, el estiramiento del mu´sculo card´ıaco hace que el corazo´n se
agrande o dilate, esto se denomina (cardiomegalia). Los me´dicos t´ıpicamente
pueden determinar la presencia de cardiomegalia midiendo el taman˜o del
corazo´n. Se considera cardiomegalia cuando el dia´metro del corazo´n es de
ma´s de un 50 porciento del dia´metro interno de la caja tora´cica (el ı´ndice
cardiotora´cico).
La cardiomegalia a veces da lugar a ritmos card´ıacos anormales denomi-
nados (arritmias). Adema´s, la sangre circula ma´s lentamente por un corazo´n
agrandado y, por lo tanto, pueden formarse coa´gulos sangu´ıneos fa´cilmente.
Estos coa´gulos pueden desprenderse y desplazarse por la corriente sangu´ınea
hasta llegar a los pulmones (embolia pulmonar) u obstruir un vaso sangu´ıneo
en el cerebro o el corazo´n.
La forma de diagno´stico de esta cardiomiopat´ıa es la siguiente [23]:
Una radiograf´ıa de to´rax muestra si el corazo´n esta´ agrandado y si hay
l´ıquido en los pulmones.
Un electrocardiograma (ECG) muestra las zonas dan˜adas del corazo´n.
Una ecocardiograf´ıa muestra el taman˜o del corazo´n y cua´nto dan˜o hay.
La ecocardiograf´ıa tambie´n se usa para ver si el movimiento de la pared
card´ıaca ha disminuido.
Una angiograf´ıa, un procedimiento de cateterizacio´n card´ıaca, da una
imagen detallada del funcionamiento de las arterias, cavidades y va´lvu-
las card´ıacas.
Una biopsia del tejido de la pared del corazo´n puede ayudar a determi-
nar la gravedad del dan˜o sufrido por el corazo´n o el proceso que puede
estar causando el dan˜o.
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3.4.2. Cardiomiopat´ıa hipertro´fica
La cardiomiopat´ıa hipertro´fica (CMH) es una enfermedad hereditaria que
afecta directamente al mu´sculo card´ıaco. Debido a varios casos muy publici-
tados de jo´venes atletas que murieron repentinamente de CMH, se la conoce
ma´s comu´nmente como una enfermedad de los atletas. Pero esta enferme-
dad puede afectar a cualquier hombre, mujer y nin˜os de todas las edades,
cualquiera que sea su nivel de acondicionamiento f´ısico [23].
La CMH es el segundo entre los tipos ma´s comunes de cardiomiopat´ıa.
Cuando uno padece de CMH significa que las paredes del corazo´n son ma´s
gruesas de lo normal. Es normal que se produzca cierto aumento en el grosor
de las paredes del corazo´n en personas sanas que hacen ejercicio o participan
en deportes competitivos. Pero en la CMH ese engrosamiento es extremo.
En la mayor´ıa de los pacientes con CMH, el tabique que separa el lado
izquierdo del corazo´n del lado derecho, sobresale hacia la cavidad inferior
izquierda del corazo´n (el ventr´ıculo izquierdo). A menudo se agrandan los
mu´sculos en ambas cavidades inferiores. Estas paredes musculares engrosa-
das pueden obstruir parcialmente el flujo de sangre por la va´lvula ao´rtica
o impedir que el corazo´n repose entre latidos y se llene de sangre. En un
pequen˜o nu´mero de enfermos con CMH, la va´lvula mitral, que separa la
cavidad superior izquierda (aur´ıcula izquierda) de la cavidad inferior izquier-
da (ventr´ıculo izquierdo), tambie´n podr´ıa estar dan˜ada; o la va´lvula mitral
podr´ıa adherirse al tabique, obstruye´ndose as´ı el flujo de sangre por la va´lvu-
la.
La forma de diagno´stico de esta cardiomiopat´ıa es la siguiente [23]:
Una radiograf´ıa de to´rax puede mostrar si el corazo´n esta´ agrandado.
Un electrocardiograma (ECG) puede indicar si las cavidades del co-
razo´n esta´n hipertrofiadas o agrandadas.
Puede utilizarse una ecocardiograf´ıa para mostrar el taman˜o del co-
razo´n y determinar el grado de dan˜o muscular.
Una angiograf´ıa, un procedimiento de cateterizacio´n card´ıaca, produce
una imagen detallada del funcionamiento de las arterias, cavidades y
va´lvulas del corazo´n.
Los estudios con radionu´clidos pueden suministrar informacio´n sobre
la capacidad de bombeo del corazo´n.
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Los estudios gene´ticos pueden desempen˜ar un papel importante, ayu-
dando a los me´dicos a descartar otros diagno´sticos, por ejemplo, en
pacientes que tienen un leve engrosamiento de las paredes del corazo´n
(como los atletas con hipertrofia ventricular) y algunos pacientes que
tienen la presio´n arterial constantemente elevada y que se sospecha que
padecen de CMH.
3.4.3. Cardiomiopat´ıa isque´mica
Se produce una isquemia card´ıaca cuando una arteria que va al corazo´n
se estrecha u obstruye momenta´neamente y no llega al corazo´n sangre rica
en ox´ıgeno. En la mayor´ıa de los casos de isquemia, esta interrupcio´n mo-
menta´nea del flujo de sangre al corazo´n causa dolor en el pecho. En algunos
casos no se produce dolor. Esto se denomina isquemia silenciosa.
La cardiomiopat´ıa isque´mica es la pe´rdida o debilitamiento del tejido
muscular card´ıaco ocasionado por una isquemia o isquemia silenciosa. La
isquemia t´ıpicamente se debe a una enfermedad arterial coronaria o un ata-
que card´ıaco. El tratamiento de la cardiomiopat´ıa isque´mica es similar al
de otros tipos de cardiomiopat´ıa, da´ndose atencio´n especial al tratamiento
de la enfermedad arterial coronaria. En los casos en que el corazo´n ha sido
dan˜ado gravemente por una cardiomiopat´ıa isque´mica, podr´ıa recomendarse
un trasplante de corazo´n [23].
Muchos ataques card´ıacos o infartos de miocardio (IM) son ocasionados
por una obstruccio´n total de un vaso sangu´ıneo del corazo´n denominado
(arteria coronaria). La obstruccio´n de la arteria coronaria impide que llegue
sangre rica en ox´ıgeno y nutrientes a una seccio´n del corazo´n. Si la sangre
no puede llegar al mu´sculo card´ıaco, e´ste morira´. Si se obtiene tratamiento
me´dico inmediatamente, puede reducirse el dan˜o, pero si una seccio´n del
mu´sculo card´ıaco muere, el dan˜o es irreversible.
Los ataques card´ıacos se dividen en dos tipos segu´n su gravedad. El tipo
ma´s grave de ataque card´ıaco se llama (infarto agudo de miocardio con eleva-
cio´n del segmento ST) o IAMEST [23]. En un IAMEST, la arteria coronaria
esta´ completamente obstruida por un coa´gulo sangu´ıneo, de modo que todo
el mu´sculo card´ıaco que normalmente recibe sangre de la arteria afectada
comienza a morir.
Los me´dicos pueden determinar si una persona tiene un IAMEST debido
a las alteraciones caracter´ısticas que se observan en el electrocardiograma
(ECG). Una de esas alteraciones es la elevacio´n del segmento ST. Esta ele-
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vacio´n indica que se ha lesionado una gran cantidad de mu´sculo card´ıaco. El
nombre de este tipo de ataque card´ıaco se debe a la elevacio´n del segmento
ST [23].
En un infarto agudo de miocardio sin elevacio´n del segmento ST o IAM-
SEST, la arteria coronaria solo esta´ parcialmente obstruida, de modo que
solo puede lesionarse una parte del mu´sculo card´ıaco regado por la arteria
afectada. Un IAMSEST no produce elevacio´n del segmento ST en el elec-
trocardiograma. Por esta razo´n, a los me´dicos a veces les cuesta trabajo
determinar si una persona tiene un ataque card´ıaco o un episodio de angina.
La forma de diagno´stico de un ataque card´ıaco es la siguiente [23]:
Un electrocardiograma (ECG) para determinar cua´l de las arterias co-
ronarias esta´ obstruida y monitorear su ritmo card´ıaco.
Un ana´lisis de sangre que permite determinar cua´nto dan˜o se ha produ-
cido, detectando ciertas enzimas que pasan de las ce´lulas lesionadas del
mu´sculo card´ıaco a la corriente sangu´ınea. Las enzimas que se tratan
de detectar generalmente son la CK-MB (la banda mioca´rdica de la
enzima creatincinasa), la mioglobina y las troponinas card´ıacas T e I,
que se vierten en la corriente sangu´ınea cuando el mu´sculo card´ıaco se
dan˜a. Tambie´n podr´ıan tratar de detectarse los niveles de fibrino´geno
y prote´ına C reactiva (PCR) en la corriente sangu´ınea.
Una radiograf´ıa de to´rax para determinar si tiene agrandado el corazo´n
o si hay l´ıquido en los pulmones.
Una prueba de esfuerzo con talio, un estudio de medicina nuclear, que
consiste en inyectar una sustancia radiactiva en la corriente sangu´ınea
para ver co´mo circula la sangre por las arterias. Este estudio permite
determinar si partes del mu´sculo card´ıaco estn dan˜adas o muertas, o si
alguna arteria presenta un estrechamiento significativo.
Una ecocardiograf´ıa, que permite determinar si el mu´sculo card´ıaco
esta´ dan˜ado, estudiando el movimiento de la cavidad inferior izquierda
(el ventr´ıculo izquierdo). Una medida que t´ıpicamente se toma durante
una ecocardiograf´ıa es la fraccio´n de eyeccio´n ventricular izquierda o
FEVI del corazo´n. Durante un latido card´ıaco, que es una accio´n de
bombeo en dos fases, el corazo´n se contrae y se relaja. Cuando el co-
razo´n se contrae, expulsa (o eyecta) la sangre de los ventr´ıculos. Cuando
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el corazo´n se relaja, los ventr´ıculos se llenan de sangre. Por ma´s fuerte
que sea la contraccio´n, el corazo´n nunca eyecta toda la sangre de los
ventr´ıculos. La FEVI es el porcentaje de sangre expulsada del ventr´ıcu-
lo izquierdo con cada latido. La FEVI en un corazo´n sano es de entre
un 55 y 70 por ciento. La FEVI puede ser menor si el ataque card´ıaco
ha dan˜ado el mu´sculo card´ıaco. La ecocardiograf´ıa tambie´n se usa para
ver si el movimiento de la pared card´ıaca ha disminuido.
Una angiograf´ıa coronaria, un estudio que se realiza en un laboratorio
de cateterizacio´n card´ıaca, administrando un leve sedante. Se inyecta
un colorante en la corriente sangu´ınea para producir una radiograf´ıa
animada de la actividad del corazo´n y el flujo de sangre a trave´s de las
va´lvulas y arterias (lo que se denomina angiograma). El angiograma
muestra cua´ntas obstrucciones hay y cua´n graves son. Los me´dicos a
menudo realizan este estudio para determinar cua´l ser´ıa el tratamiento
ma´s eficaz.
3.4.4. Displasia arritmoge´nica del ventr´ıculo derecho
La displasia arritmoge´nica del ventr´ıculo derecho (DAVD) es una for-
ma poco comu´n de cardiomiopat´ıa. Se presenta cuando el tejido muscular
card´ıaco del ventr´ıculo derecho muere y es reemplazado por tejido adiposo
o cicatricial. A consecuencia de ello, el corazo´n no puede bombear sangre
adecuadamente. Los pacientes con DAVD frecuentemente tienen arritmias,
que pueden elevar el riesgo de que ocurra muerte card´ıaca su´bita [23].
La DAVD se presenta por lo general en adolescentes y personas jo´venes,
se ha asociado tambie´n con la muerte card´ıaca su´bita en atletas jo´venes.
La forma de diagno´stico de un ataque card´ıaco es la siguiente [23]:
El estudio Holter ofrece una lectura continua de la frecuencia y el rit-
mo card´ıaco durante un per´ıodo de 24 horas (o ma´s). El paciente lleva
puesto un dispositivo de grabacio´n (el monitor Holter), que se conecta
a pequen˜os discos de metal denominados (electrodos) que se colocan
sobre el pecho. Con ciertos tipos de monitores, el paciente puede pulsar
un boto´n de grabacio´n para registrar el ritmo del corazo´n en cuanto
siente los s´ıntomas. Luego los me´dicos pueden estudiar el registro im-
preso de la grabacio´n para determinar la causa de la arritmia.
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La ecocardiograf´ıa se puede usar para mostrar el taman˜o del corazo´n
y la cantidad de dan˜o que tiene. Tambie´n se usa para ver si hay dismi-
nucio´n de la contractilidad (esto se conoce como hipocinesia).
La tomograf´ıa computarizada obtiene ima´genes de cortes del corazo´n
con las que se puede mostrar co´mo esta´ funcionando este o´rgano.
La resonancia magne´tica permite obtener ima´genes detalladas del co-
razo´n y de sus diversas partes.
Los estudios electrofisiolo´gicos (EEF) generalmente se realizan en un
laboratorio de cateterizacio´n card´ıaca. Se introduce un tubo largo y
delgado denominado cate´ter en una arteria de la pierna hasta llegar al
corazo´n. El cate´ter capta los impulsos ele´ctricos del corazo´n permitien-
do obtener un mapa de su sistema de conduccio´n ele´ctrica. Este mapa
permite determinar que´ tipo de arritmia tiene el paciente y do´nde se
origina.
3.5. Conclusiones del cap´ıtulo
El corazo´n es el o´rgano principal del ser humano ya que funciona como
una bomba muy eficaz que impulsa la sangre a todo el cuerpo. Un fallo
en cualquiera de las partes que conforma el corazo´n puede ser mortal.
La actividad y funcionamiento del corazo´n se visualiza por medio de
ondas elctricas a trave´s de un electrocardiograma el cual se expondra´ en
el siguiente cap´ıtulo. Como se pudo ver, el ana´lisis de las enfermedades
lleva procesos que requieren de personal especializado para su ejecucio´n,
es decir, que si no hay un experto no hay un buen dictamen. Nosotros
queremos ayudar al me´dico proporcionando una herramienta ma´s en
su trabajo.
Cap´ıtulo 4
Electrocardiograma
4.1. Electrocardiograma
El electrocardiograma es un proceso no invasivo de registro de la actividad
ele´ctrica del miocardio [20].
El electrocardiograma tiene una amplia gama de usos:
Determina si el corazo´n funciona normalmente o sufre de anomal´ıas
(p.ej.: latidos extra o saltos-arritmia card´ıaca).
Indicar bloqueos coronarios arteriales (durante o despue´s de un ataque
card´ıaco)
Se puede utilizar para detectar alteraciones electrol´ıticas de potasio,
sodio, calcio, magnesio u otros.
Permitir la deteccio´n de anormalidades conductivas (bloqueo auriculo-
ventricular, bloqueo de rama).
Mostrar la condicio´n f´ısica de un paciente durante un test de esfuerzo.
Suministrar informacio´n sobre las condiciones f´ısicas del corazo´n (p. ej.:
hipertrofia ventricular izquierda)
4.1.1. Derivaciones del electrocardiograma
Son me´todos convencionales para registrar potenciales ele´ctricos nacidos
de la excitacio´n mioca´rdica. Reciben su nombre a causa de su fundamento:
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captan los potenciales en forma indirecta o derivada. Son en esencia doce,
en raras ocaciones pueden emplearse otras, tres de ellas son bipolares y se
conocen con los nombres de D1, D2 y D3; las otras nueve son unipolares y se
denominan, por el orden en que se toman, VR, VL, y VF, V1, V2, V3, V4,
V5 y V6 [21].
4.1.2. Las derivaciones esta´ndares de Einthoven D1,
D2 y D3.
En te´rminos concretos, Einthoven penso´ que, siendo el corazo´n un gene-
rador de corriente y el cuerpo humano un buen conductor, podr´ıa construirse
imaginariamente un tria´ngulo, formado por las ra´ıces de los miembros, so-
bre cuyos lados se proyectar´ıan las fuerzas ele´ctricas emanadas del mu´sculo
card´ıaco [21].
Figura 4.1: Esquema del tria´ngulo de Einthoven[21]
D1, D2 y D3 se constituyen partiendo de un dipolo, por lo que se conocen,
gene´ricamente, como bipolares. Son las u´nicas de este tipo, ya que las otras
nueve son unipolares. Cada una de ellas tiene una mitad negativa y otra
mitad positiva y un meridiano o punto cero en su centro [21].
Las tres derivaciones de Einthoven se integran de la manera siguiente [21]:
D1: Brazo izquierdo menos brazo derecho.
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D2:Pierna izquierda menos brazo derecho.
D3: Pierna izquierda menos brazo izquierdo.
Las derivaciones de Einthoven recogen los potenciales card´ıacos en un solo
plano, de ahi sus limitaciones [21]. Son adema´s la resultante de dos fuerzas
de signo contrario, y no representa con nitidez los feno´menos originales en
cada uno de sus dos polos constituyentes.
Son de ma´xima utilidad para estudiar las arritmias, la situacio´n o ubica-
cio´n del marcapasos (ritmo card´ıaco) y la frecuencia de los ciclos mioca´rdicos.
Tambie´n permiten presumir, con bastante exactitud, la posicio´n del corazo´n.
4.1.3. Derivaciones unipolares de miembros aVR, aVL,
aVF
Como podemos ver en la figura 4.1, aVR es la derivacion del brazo derecho
y muestra todos sus gra´ficos inscritos por debajo de la l´ınea isoele´ctrica.
En aVL y aVF tenemos dos puntos de referencias esenciales para la de-
terminacio´n de la posicio´n del corazo´n. Las gra´ficas en esas derivaciones son
una expresio´n de los potenciales ele´ctricos de ambas paredes ventriculares,
y modifican su morfolog´ıa en la relacio´n con los cambios que experimenta
la posicio´n anato´mica del miocardio en funcio´n de la estructura corporal y
de la efeccio´n cardiovascular que lo haga rotar hacia la izquierda o hacia la
derecha [21].
4.1.4. Derivaciones unipolares precordiales
Estas son seis, y deben su nombre a la posicio´n o sitio donde se coloca
el electrodo explorador, y van desde V1 hasta V6, en ocasiones se pueden
emplear ma´s. Son las derivaciones empleadas para precisar con exactitud las
perturbaciones mioca´rdicas del lado izquierdo y del lado derecho y distin-
guir las lesiones de la pared anterior y de la pared posterior [21]. Estas seis
derivaciones permiten el registro gra´fico de potenciales que escapaban a las
seis derivaciones anteriormente citadas; abarcan el to´rax, partiendo de su la-
do derecho y llegan hasta la linea axilar media, o sea, rodean el corazo´n a
meanera de un semic´ırculo [21].
La onda positiva que, en lo sucesivo, llamaremos R, y que se inscribe
en V1 y V2, se origina por la activacio´n del ventr´ıculo derecho; ese mismo
ventr´ıculo origina la onda negativa de V4, V5, y V6 (onda S).
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La derivacio´n precordial V3 se presenta con potenciales equivalentes, por
originarse en el tabique interventricular y en zonas de ambos ventr´ıculos
adyacentes a dicho tabique.
Figura 4.2: Esquema de las derivaciones precordiales [21]
En el electrocardiograma normal y en el patolo´gico, la fuerza positiva
de V1 y V2 y la negativa de V4, V5 y V6 son ventriculares derechas; y
los potenciales que son negativos en V1 y V2 y positivos en V4, V5, y V6
emergen del ventr´ıculo izquierdo.
4.2. Electrocardiograma normal
Un electrocardiograma normal consta de tres ondas que son: la onda P,
complejo QRS y la onda T [22]. La suma de estas tres ondas da el resultado
de la sen˜al del electrocardiograma que conocemos, ver gra´fica 3.5 .
4.2.1. Onda P
La onda P representa la contaccio´n de las aur´ıculas.
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Duracion: 0.08 - 0.11 segundos, depende de la edad y de la frecuencia
card´ıaca [22].
Morfolog´ıa: redondeada, monofa´sica, (a veces bifa´sica), puntiaguda en
nin˜os y en taquicardias [22].
Amplitud: 0.25 mV de altura en las derivaciones de los miembros y de
0.30 mV en las precordiales como ma´ximo [22].
Modificaciones de algunos de estos rasgos servira´n para evaluar la presencia
de hipertrofia de aur´ıcula derecha, izquierda o la conjuncio´n de hipertrofia
de ambas aur´ıculas.
Caracter´ısticas de ondas P anormales [22]:
Ondas P ausentes:
Ritmo idioventricular
Fibrilac´ıon auricular
Onda P negativa:
Dextrocardia
Ritmo nodal
Electrodos de los brazos mal colocados
Fisiolo´gica
Onda P multiples:
Taquicardia auricular con bloqueo variable
Aleteo auricular
Bloqueo auriculoventricular
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4.2.2. Complejo QRS
El complejo QRS esta´ formado por tres ondas sucesivas, de las cuales
la onda R es la u´nica de visulizacio´n constante. Respresenta la contraccio´n
ventricular.
Onda Q: representa la contraccio´n del tabique interventricular [22].
Onda R: es la primera deflexio´n positiva de la contraccio´n ventricular
[22].
Onda S: representa la contraccio´n de la parte alta del tabique [22].
Duracion complejo QRS: 0.05 - 0.10 segundos depende de la edad [22].
Morfolog´ıa: Variable en las diferentes derivaciones, segu´n la orientacio´n
espacial de cada uno de los vectores [22].
Amplitud: La altura promedio es de 0.5 a 2 mV (5 a 20 mm) en la de-
rivacio´n esta´ndar que alcanza mayor altura; depende de la posicio´n del
corazo´n, el espesor de la pared ventricular, condiciones de transmicio´n
a trave´s del to´rax y el sitio de registro [22].
El registro del complejo QRS es de onda negativa en la contraccio´n del
ventr´ıculo derecho y positivo en el ventr´ıculo izquierdo.
Alteraciones en la configuracio´n de las diferentes ondas, nos puede ex-
presar hipertrofias ventriculares, la presencia de bloqueos interventriculares
o necrosis de miocardio [22].
Caracter´ısticas de complejos QRS anorlmales [22]:
QRS de bajo voltaje:
Hipotiroidismo
Derrame pericardico
Obesidad
Enfisema
QRS ensanchado:
Bloqueo de rama
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Hiperpotasemia
Drogas
Hipertrofia ventricular
Cambios morfo´logicos del QRS:
Bloqueo de rama
Infarto de miocardio
Tromboembolismo
Taquicardia ventricular
Fibrilacio´n ventricular
4.2.3. Onda T
La onda T representa la relajacio´n de los ventr´ıculos
Duracio´n: Su duracio´n es mayor en mujeres que en varones y var´ıa
inversamente con la frecuencia card´ıaca [22].
Morfolog´ıa: Redondeada y asimetr´ıca [22].
Amplitud: Voltaje relativamente menor que el QRS, la altura promedio
es de 0.3 mV [22].
Alteraciones en la morfolog´ıa de estas ondas nos puede expresar la pre-
sencia de isquemia de miocardio [22].
Caracter´ısticas anormales de la onda T [22]:
Ondas T altas y picudas
Infarto de miocardio posterolateral
Hiperpotasemia
Ondas T aplanadas
Hipotiroidismo
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Pericarditis constrictiva
Hiperpotasemia
Ondas T invertidas
Infarto de miocardio anterior
Pericarditis aguda
Hiperpotasemia
Hipertofia ventricular
4.3. Diagno´sticos de las enfermedades card´ıacas
El diagno´stico de una enfermedad card´ıaca suele establecerse a partir
de la historia cl´ınica y del examen f´ısico. En primer lugar, el me´dico pre-
gunta acerca de los s´ıntomas que sugieren la posibilidad de una enfermedad
card´ıaca, como dolor tora´cico, insuficiencia respiratoria, edemas de pies, tobi-
llos y palpitaciones. Se utilizan determinadas pruebas complementarias como
el electrocardiograma para confirmar el diagno´stico y determinar la gravedad
y las concecuencias de la enfermedad, as´ı como para facilitar la planificacio´n
del tratamiento.
Pruebas diagno´sticas
Electrocardiograma
Prueba de esfuerzo
Monitor Holter
Exploracio´n electrofisiolo´gica
Exploracio´n radiolo´gica
Tomograf´ıa computarizada
Cateterismo card´ıaco
Ecocardiograma
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Resonancia magne´tica
Estudio con iso´topos radiactivos
Tomograf´ıa por emisio´n de positrones
4.3.1. Rutina de interpretacio´n de un ECG.
Ritmo: se revisa que siga un patro´n P, QRS, T
Frecuencia card´ıaca
Eje ele´ctrico: el a´ngulo debe estar entre 0 y +110 grados.
Onda P: debe considerarse su amplitud, voltaje y morfolog´ıa.
Intervalo PR: se mide su duracio´n.
Complejo QRS se mide su duracio´n y morfolog´ıa.
Segmento ST: se establece un punto J que debe ser isoele´ctrico.
Onda T: se considera su morfolog´ıa
Intervalo QT: se calcula su duracio´n
4.4. Conclusiones del cap´ıtulo
El electrocardiograma es un me´todo no invasivo para visualizar la acti-
vidad ele´ctrica del corazo´n y a su vez para diagnosticar cualquier problema
presentado en la estructura y morfolog´ıa del corazo´n.
El me´todo el cual nosotros estamos proponiendo para el estudio y even-
tualmente para el diagno´stico de las anomal´ıas del corazo´n utilizando he-
rramientas matema´ticas basadas en topolog´ıa, el cual se vera´ en cap´ıtulos
posteriores, no toma en cuenta la me´trica cla´sica para el diagno´stico rutina-
rio del electrocardiograma.
Cap´ıtulo 5
Breve introduccio´n a la teor´ıa
de Nudos
La teor´ıa de nudos, es la rama de la topolog´ıa que se encarga de estudiar
una trayectoria anudada. Esta teor´ıa pretende diferenciar un sistema anudado
de otro [6, 7]; esto quiere decir que con esta herramienta es posible saber si
dos trayectorias tienen la misma estructura topolo´gica.
Un nudo puede tener varias definiciones, nosotros haremos uso de la defe-
nicio´n matema´tica del nudo; matema´ticamente un nudo < K > es una curva
cerrada en el espacio en tres dimensiones que no se intersecta en ningu´n
punto o lugar; otra definicio´n matema´tica, se refiere a un embebimiento
f : S1 −→ R3 de un c´ırculo en R3; una definicio´n de nudo mas comu´nmente
utilizada se refiere a un simple pedazo de cuerda que se enreda y para su
estudio matema´tico, se unen sus extremos [5, 26].
La teor´ıa de nudos nacio´ a mediados del siglo diecinueve. Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) y su estudiante Johann Listing(1808-1882) contribuyeron
al comienzo del estudio de la teor´ıa de nudos. Uno de los trabajos de Listing
llamados Vorstudien zur Topologie (donde el te´rmino topolog´ıa fue usado por
primera vez), inclu´ıa una discusio´n acerca de los problemas de clasificacio´n
de nudos [5]. A lo largo del siglo diecinueve los cient´ıficos cre´ıan que hab´ıa
una substancia invisible llamada e´ter que prevalec´ıa en todo el espacio. El
f´ısico escoce´s William Thomson (1824-1907), tambie´n conocido como Lord
Kelvin, postulo´ que los a´tomos son simplemente vo´rtices de e´ter anudados.
Se pensaba que cada nudo distinto correspond´ıa a un elemento qu´ımico di-
ferente.
Motivados por las conjeturas de Thompson, James Clerk Maxwell (1831-
50
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Figura 5.1: Nudo de la estructura ato´mica del ox´ıgeno segu´n la tabla de P.G.
Tait.
1879) y Peter Guthrie Tait (1831-1901) estudiaron las propiedades de los
nudos, con los trabajos de Tait se desarrollo´ un cata´logo de nudos. Y con el
experimento de Michelson Morley, se comprobo´ que no exist´ıa el e´ter; y as´ı se
descarto´ el estudio del a´tomo como vo´rtices de e´ter anudados y la modelacio´n
del a´tomo con nudos. Pero para entonces, hubo un gran intere´s en catalogar
a los nudos, pero desde la perspectiva de las matema´ticas, el estudio de los
nudos siguio´ en esta direccio´n [16].
Siguiendo las bases del desarrollo de la topolog´ıa, los matema´ticos fueron
capaces de formalizar la teor´ıa de nudos. Desde entonces, muchas herramien-
tas matema´ticas han sido desarrolladas y aplicadas a la teor´ıa de nudos, una
de las a´reas mas activas de la topolog´ıa.
El problema fundamental de la teor´ıa de nudos es saber si dos nudos son
o no equivalentes. Se considera que dos nudos son equivalentes si uno puede
deformarse en el otro mediante propiedades homoto´picas, la cual se vera´ en
la siguiente seccio´n.
Un camino para probar que dos nudos son o no son equivalentes es por
medio de los movimientos de Reidemeister o usando expresiones, a las cuales
llamaremos invariantes, que nosotros asociaremos a los nudos. Los invarian-
tes dependen solamente de los tipos de nudos, y no de una representacio´n
particular del nudo. Cuando se tienen dos nudos que tengan valores diferentes
en los invariantes, se sabra´ que son dos nudos distintos.
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5.1. Conceptos basicos de la teor´ıa de nudos
5.1.1. Isotop´ıa del ambiente y Nudos
Si f : Y −→ X y g : Y −→ X son embebimientos de Y dentro de X,
entonces se dice que f y g tienen un ambiente isoto´pico si hay una isotop´ıa
F : X x I −→ X tal que F (x, 0) = x para toda x ∈ X y F (f(y), 1) = g(y)
para toda y ∈ Y . El espacio X es llamado espacio ambiente y la funcio´n F
es llamada una isotop´ıa del ambiente.
En matema´ticas y ma´s concretamente en topolog´ıa, diremos que dos em-
bebimientos o encajes f, g : Y −→ X son isoto´picos si podemos pasar de
uno al otro a trave´s de una serie de pasos intermedios, por medio de una
deformacio´n del espacio ambiente. A la deformacio´n citada se le denomina
isotop´ıa del ambiente o simplemente isotop´ıa [16].
Ma´s concretamente, una isotop´ıa del ambiente consistira´ en una familia
de homeomorfismos del espacio ambiente; ¿Que´ es un homeomorfismo?, sea
X e Y espacios topolo´gicos, y f una funcio´n de X a Y ; entonces f es un
homeomorfismo si se cumple que:
f es una biyeccio´n
f es continua
La inversa de f es continua
Si f : X −→ Y es un homeomorfismo, X se dice homeomorfo a Y .
Si dos espacios son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas
propiedades topolo´gicas. Un ejemplo cla´sico de dos figuras homeomorfas: una
taza y un toroide.
De modo intuitivo, el concepto de homeomorfismo refleja co´mo dos espa-
cios topolo´gicos son los mismos vistos de otra manera. En topolog´ıa, y ma´s
precisamente en topolog´ıa algebra´ica, dos aplicaciones continu´as de un espa-
cio topolo´gico en otro se dicen homoto´picas si una de ellas se puede deformar
por medio de homeomorfismos en la otra [16].
En la teor´ıa de nudos, el concepto de isotop´ıa del ambiente se usa para
construir relaciones de equivalencia. Ejemplo dos nudos K1 y K2 del espacio
tridimensional se consideran equivalentes si podemos deformar uno en otro
atravesando un camino de homeomorfismos que se corresponde con la defi-
nicio´n de isotop´ıa, empezando por el homeomorfismo identidad del espacio
tridimensional y terminando en un homeomorfismo que lleva K1 a K2 [16].
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Figura 5.2: Ejemplo de homeomorfismo
Una definicio´n ma´s formal es: Dos nudos f, g : S1 −→ R3 son equivalentes
si tienen isotop´ıa ambiente.
Figura 5.3: Nudos equivalentes
H : R3 x IR3 es una isotop´ıa del ambiente entre dos nudos dados por los
embebimientos f, g : S1 −→ R3. La condicio´n H(x, 0) = f(x) asegura que
H empieza como el mapeo identidad. La condicio´n H(x, 1) = g(x) garantiza
que en el momento en que se aplica, H ha deformado el nudo dado por f al
nudo dado por g [16].
Es conveniente usar el te´rmino de nudo cuando nos referimos a toda la
clase de equivalencia de nudos, ver tabla de nudos (Apendice A.1). Se dice
que un nudo es trivial o no nudo cuando es equivalente al c´ırculo, ver figura
5.4.
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Figura 5.4: El no nudo
5.1.2. Movimientos de Reidemeister
Suponga que dos proyecciones de nudos representan nudos equivalentes.
Entonces decimos que debe de haber una isotop´ıa ambiente del nudo re-
presentado por la primera proyeccio´n al nudo representado por la segunda
proyeccio´n. Determinar la existencia o no existencia de tal isotop´ıa es dif´ıcil.
En 1927, Kurt Reidemeister simplifico´ la tarea al mostrar que la existencia
de una isotop´ıa ambiente entre nudos representados por dos proyecciones de
nudos diferentes es equivalente a la existencia de una secuencia de movimien-
tos, llamados movimientos de Reidemeister, que nos lleva de una proyeccio´n
a otra [5].
Los movimientos de Reidemeister son tres y se conocen como movimiento
de tipo I (agregar o remover un rizo), tipo II (agregar o remover dos cruces
por arriba o por abajo consecutivos) y tipo III (movimiento triangular).
Figura 5.5: Movimientos de Reidemeister.
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Teorema de Reidemeister. Dos nudos son equivalentes si y solo si hay
una secuencia finita de isotop´ıas planares y movimientos de Reidemeister que
nos lleven de una proyeccio´n de un nudo a otra [16].
Aunque este resultado aparentemente resuelve el problema, no proporcio-
na un algor´ıtmo para determinar si dos nudos son equivalentes. Un avance
significativo en esta direccio´n fue la introduccio´n en 1928 de los primeros
invariantes.
5.1.3. Proyecciones Regulares
Para realizar un seguimiento de los nudos y las operaciones que realizamos
en ellos, se utilizan ima´genes de nudos llamados proyecciones de nudos. Dado
un nudo en un espacio 3D, este puede ser proyectado a una curva cerrada
en un plano, ver figura 5.6. El resultado de la curva plana es llamada una
proyeccio´n de un nudo [16]. Consideramos la proyeccio´n dada por:
P : R3 −→ R3,
P (x, y, z) = (x, y, 0).
Una proyeccio´n es llamada una proyeccio´n regular si:
1. Ningu´n punto en la proyeccio´n corresponde a ma´s de dos puntos sobre
el nudo.
2. Hay so´lo un nu´mero finito de puntos en la proyeccio´n que corresponden
a dos puntos en el nudo. Esto se llaman puntos dobles de la proyeccio´n.
3. Ningu´n punto doble corresponde a un ve´rtice del nudo.
Una isotop´ıa planar es una isotop´ıa lineal a tramos del plano. Esto defor-
ma la proyeccio´n de un nudo poligonal a otra proyeccio´n sin cambios de la
estructura topolo´gica en el plano. Si nosotros tenemos una isotop´ıa planar de
una proyeccio´n de un nudo a otro, entonces podemos construir una isotop´ıa
ambiente apropiada de R3 entre los nudos correspondientes, y por lo tanto
los nudos son equivalentes [5].
Estas deformaciones juegan un papel importante en el uso de las pro-
yecciones de los nudos para estudiarlos. Es lo que se llama un movimiento
de Reidemeister. El objetivo principal de la teor´ıa de nudos es encontrar un
medio eficaz para distinguir los distintos nudos.
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Figura 5.6: Proyeccion de un nudo.
5.2. Invariantes polinomiales
En 1928 J.W. Alexander escribio´ un documento llamado Topological in-
variants of knots and links, donde introduce el primer invariante polinomial
de nudos. Este invariante hacia posible distinguir si los nudos eran diferentes
mostrando que ten´ıan diferentes polinomios asociados a cada nudo. A pesar
que no ayudo a comprobar las conjeturas de Tait, fue un invariante de nudos
muy u´til y simplifico´ grandemente la clasificacio´n de los nudos. Por ma´s de
50 an˜os, el polinomio de Alexander fue el u´nico invariante de nudos de su
tipo. Por lo tanto fue una gran sorpresa para todos los expertos cuando, en
1984, Vaughan Jones descubrio´ otro invariante de nudos y enlaces con el cual
ayudo´ a demostrar las conjeturas de Tait [26] ; el cual es llamado el poli-
nomio de Jones, desde la introduccio´n del polinomio de Jones, una variedad
de nuevos invariantes polinomiales han sido desarrollados; como el polinomio
de H.O.M.F.L.Y, el corchete de Kauffman, etc [5]. En esta seccio´n se vera´ el
polinomio de Alexander con el cual se trabajara´ mas adelante.
5.2.1. Polinomio de Alexander
James Waddell Alexander fue un Matema´tico Americano, nacio´ en Nueva
Jersey en 1888.El aporte principal de Alexander a la Teor´ıa de nudos fue el
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invariante polinomial que puede ser calculado del diagrama de un nudo (pro-
yeccio´n regular). En resumen: cada punto de cruce del diagrama se obtiene
una ecuacio´n en variables r(i). Estas ecuaciones pueden ser representadas en
una matriz desde la cual puede derivar un polinomio mediante una operacio´n
y posteriormente un polinomio asociado. El polinomio resultante en poten-
cias de t es normalizado, y este polinomio normalizado sera´ el invariante para
nudos equivalentes [27].
Para calcular el polinomio de Alexander, nosotros empezamos nuestro
proceso con un diagrama orientado D de un nudo K. Sea v puntos de cruce
del diagrama: c1, c2, ..., cv. Entonces por el teorema de Euler, se sigue que
los arcos del diagrama divide al plano en v + 2 regiones (incluida la regio´n
fuera del nudo). Nosotros etiquetaremos estas regiones como r0, r1, ..., rv+1.
Consideraremos un punto arbitrario ci [26].
Figura 5.7: Notacio´n de Alexander.
Sea rj, rk, rl y rm las cuatros regiones que rodean el punto de cruce,
daremos una vuelta en contra de las manecillas del reloj, de acuerdo a la figura
5.7 empezaremos desde las regiones punteadas que son rj y rk. Nosotros
ahora podemos definir una ecuacio´n lineal:
ci(r) = trj − trk + rl − rm = 0, (5.1)
tomando una suma alternante de los s´ımbolos que representan las cuatro
regiones en su orden c´ıclico y multiplicamos las regiones punteadas por t.
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Definir una ecuacio´n para cada cruce del diagrama se obtiene un sistema
de v ecuaciones en v + 2 variables, que se pueden representar en una matriz
v ∗ (v + 2), M , donde cada entrada es ± t,± 1 o 0. En la matriz construida
tal como se describe, cada fila de la matriz corresponde a puntos de cruces
del diagrama y cada columna corresponde a las regiones. El siguiente paso
en este proceso es escoger dos regiones vecinas rp, rq y eliminarlas de sus
respectivas columnas vp, vq de la matriz. Dos regiones cualquiera pueden ser
escogidas y cualquiera de las regiones escogidas no afecta el resultado del
invariante [27].
Eliminado las columnas vp, vq obtenemos una matriz cuadrada v x v,Mp,
q. La matriz Mp, q es llamada la matriz de Alexander del nudo K. Ahora
sea △p, q(t) el determinante de esta matriz cuadrada, que sera´ un polinomio
en potencias de t con coeficientes enteros.
En realidad al obtener el polinomio puede diferir por el factor de ±tk
cuando es calculado con otro diagrama de nudo equivalente, esto sugiere
que necesitamos una forma normal que un u´nico polinomio sea asociado con
cada nudo. Una forma posible es ajustar △k(t) = ±tn △ (p, q)(t) tal que el
termino de menor grado en △k(t) es una constante positiva. Esta es la forma
normal que se requiere para que nos de un invariante de nudo y es llamado
el polinomio de Alexander.
5.2.2. Ejemplo del polinomio de Alexander del nudo
Tre´bol
Considerando el diagrama del nudo tre´bol de la figura 5.8. Examinando
el cruce c1 podemos ver que las regiones r3 y r0 esta´n punteadas y que el
ciclo anti horario es r0, r3, r4, r1.
La ecuacio´n obtenida para el cruce c1 es:
c1(r) = tr0− tr3 + r4− r1 = 0, (5.2)
Repitiendo el mismo proceso para los puntos de cruce c2 y c3 nos da las
siguientes ecuaciones:
c2(r) = tr0− tr1 + r4− r2 = 0, (5.3)
c3(r) = tr0− tr2 + r4− r3 = 0. (5.4)
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Figura 5.8: Nudo tre´bol
Ahora las ecuaciones anteriores podemos representarlas en la matriz:
A =

 t −1 0 −t 1t −t −1 0 1
t 0 −t −1 1

 ,
De la matriz anterior eliminaremos dos regiones vecinas las cuales sera´n
r3 y r4 que son las dos u´ltimas columnas de la matriz y tomaremos el deter-
minante de la matriz como M3,4:
△3,4(t) = detM3,4

 t −1 0t −t −1
t 0 −t

 = t
(
−t −1
0 −t
)
+
(
t −1
t −1
)
,
= t3 − t2 + t,
= t(t2 − t+ 1).
Despue´s sacamos el factor de t del polinomio y obtenemos el polinomio nor-
malizado:
△k(t) = t2 − t+ 1.
Este es el resultado esta´ndar del polinomio de Alexander para el nudo
tre´bol, y as´ı es el procedimiento general para calcular el polinomio de Ale-
xander para los diferentes tipos de nudos; ver ape´ndice A.2 donde se muestran
los polinomios de Alexander de la mayor´ıa de los nudos.
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5.3. Clasificacion de nudos (geome´tricas y ma-
tema´ticas)
Se presentaran dos ejemplos de tipos de nudos, el primero de ı´ndole
geome´trico los cuales son los nudos to´ricos y el segundo de tipo matema´tico
que son los nudos de Fourier.
5.3.1. Nudos To´ricos
A este conjunto de nudos se les llama nudos to´ricos porque se construyen
sobre una superficie llamada toroide. Otra definicio´n es, si un nudo se pue-
de extraer sin puntos de interseccio´n de la superficie de un toroide trivial,
entonces este nudo se llama nudo to´rico [26].
El toroide trivial es un so´lido obtenido mediante la rotacio´n alrededor del
eje y el c´ırculo unitario en el plano x-y. De otra manera, una base to´rica se
genera si un cilindro con c´ırculo unitario es tomado y doblado de manera que
la base y la parte superior se unan [5].
Los nudos to´ricos no solo son interesantes por si mismos, sino que tambie´n
son importantes por que en muchas ocasiones ayudan a intuir propiedades
generales de los nudos [26].
Un nudo to´rico se puede representar geome´tricamente en mu´ltiples formas
que son topolo´gicamente equivalentes, pero geome´tricamente distintos. La
forma ma´s fa´cil de construir los nudos to´ricos es utilizando la funcio´n f que
da el homeomorfismo S1 x S1 y la superficie del toro.
Sean p y q un par de enteros primos entre si. En el toro existen dos
circunferencias estandar; la primera esta´ dada por f(exp(2πit), 1), llamada
meridiano y la segunda por f(1, exp(2πit)), llamada longitud. Un nudo to´rico
de tipo (p, q) da q vueltas alrededor del meridiano y p vueltas alrededor de
la longitud [26].
Los nudos to´ricos (p, q) esta´n dadas por las ecuaciones:
x = (2 + cos(qφ))× cos(pφ),
y = (2 + cos(qφ))× sin(pφ),
z = sin(qφ).
(5.5)
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5.3.2. Simulacio´n de nudos to´ricos
1. Nudo to´rico (2,3).
Figura 5.9: Equivale al Nudo tre´bol o´ nudo 31
Figura 5.10: Nudo 31 en tres dimensiones
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2. Nudo to´rico (2,5).
Figura 5.11: Equivale al Nudo 51
Figura 5.12: Nudo 51 en tres dimensiones
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3. Nudo to´rico (2,7).
Figura 5.13: Equivale al Nudo 71
Figura 5.14: Nudo 71 en tres dimensiones
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5.3.3. Nudos de Fourier
Un nudo de Fourier es un nudo que es representado por una curva parame-
trizada en el espacio tridimensional tal que la funcio´n de las tres coordenadas
de la curva son cada una para´metros finitos de la serie de Fourier. Tal que, el
nudo puede ser considerado como el resultado de vibraciones independientes
en cada una de las coordenadas y con cada una de estas vibraciones empieza
una combinacio´n lineal de un nu´mero finito de frecuencias puras[24].
La serie de Fourier es una expresio´n de la forma [25]:
f(t) =
∞∑
i=0
Aicos(Bit+ Ci), (5.6)
donde, para cada termino, Ai ∈ R es la amplitud, Bi ∈ Q es la frecuencia, y
Ci ∈ R es la fase.
Suponemos que se nos da un nudo en forma de curva parametrizada de
tal manera que cada una de las funciones de coordenadas es suave C∞
f : R −→ R3, (5.7)
t −→ (x(t), y(t), z(t)).
Cualquier funcio´n perio´dica suave puede ser expresada como una serie de
Fourier, y aproximar arbitrariamente cerca por un nu´mero finito de te´rmi-
nos.Por lo tanto x, y y z pueden ser expresados como una combinacio´n lineal
de funciones cosenos de varias frecuencias [25].
El caso simple es cuando cada funcio´n de coordenada solo tiene un te´rmino:
x(t) = Axcos(Bxt+ Cx),
y(t) = Aycos(Byt+ Cy),
z(t) = Azcos(Bzt+ Cz).
5.3.4. Simulacio´n de Nudos de Fourier
1. Para las siguientes funciones tenemos:
x = cos(2t+ 6);
y = cos(3t+ 0,15);
z = cos(4t+ 1) + cos(5t).
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Figura 5.15: Representacio´n de Fourier del nudo trebol.
Figura 5.16: Representacio´n de Fourier del nudo trebol en tres dimensiones.
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2. Para las siguientes funciones tenemos:
x = cos(2t+ 0,8);
y = cos(3t+ 0,15);
z = cos(4t+ 1) + cos(5t).
Figura 5.17: Representacio´n de Fourier del nudo 41.
5.4. Aplicaciones de la Teor´ıa de nudos
Se presentara brevemente la relacio´n de la teor´ıa de nudos con otros cam-
pos, en las que aparecen los nudos y enlaces como objeto a estudiar.
5.4.1. Nudos y sistemas dina´micos
A veces las orbitas de un flujo, pueden ser cerradas, y si el espacio am-
biente es tridimensional, constituyen nudos y enlaces. Por tanto, un estado
cualitativo de sistemas dina´micos en 3-variedades analiza los nudos y enlaces
que aparecen como o´rbitas cerradas de flujo; asi como se vio´ en el cap´ıtulo 2
en la simulacio´n de la ecuacio´n de Parris y Rassai. Los primeros estudios de
este tipo demuestran que en el flujo definido por las ecuaciones diferenciales
de Lorenz en R3 se generan nudos.
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Figura 5.18: Representacio´n de Fourier del nudo 41 en tres dimensiones.
5.4.2. Nudos y meca´nica de fluidos
En la meca´nica de fluidos son muy habituales los modelos con tubo de flujo
y vo´rtices anudados o enlazados ver figura 5.19, lo que conduce a una nueva
cantidad medible llamada helicidad. La helicidad resulta ser una magnitud
invariante bajo deformaciones continuas de la estructura del fluido, lo cual
permite realizar estimaciones medias de magnitudes geome´tricas relacionadas
con el sistema [26].
5.4.3. Nudos y f´ısica teo´rica
La teor´ıa de cuerdas es una rama fundamental de la f´ısica teo´rica que
asume que las part´ıculas materiales son en realidad ’estados vibracionales’ de
un objeto extendido ma´s ba´sico llamado ’cuerda’. La teor´ıa de nudos provee
a la teor´ıa de cuerdas el complemento necesario para dar una descripcio´n
unificada de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: gravedad,
electromagnetismo, y las interacciones fuertes y de´biles entre las part´ıculas.
5.4.4. Nudos en Biolog´ıa
El primer lugar donde la teor´ıa de nudos encontro´ aplicaciones fue en
el estudio del ADN. En 1953, James Watson y Francis Crick descubrieron
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Figura 5.19: Vo´rtice de un flujo potencial fuera de un cilindro.
que el material gene´tico ADN tomaba la forma de una doble he´lice. A partir
de dicho descubrimiento, las relaciones entre el ADN y la teor´ıa de nudos
han sido interminables [22]. La teor´ıa de nudos ha ayudado a los bio´logos
entender como el material gene´tico se anuda y se desanuda, se encadena y
se desencadena; si estos movimientos no ocurren adecuadamente las ce´lulas
mueren [26].
5.5. Conclusiones del cap´ıtulo
La teor´ıa de nudos por medio del ca´lculo del invariante polinomial ayuda
a diferenciar trayectorias anudadas en tres dimensiones, lo que ayuda para
poder saber si dos sistemas dina´micos diferentes tienen la misma estructura
topolo´gica. Estas bases sera´n utilizadas para el me´todo que se propone y el
cual se expondra´ en el siguiente cap´ıtulo.
Cap´ıtulo 6
Representacio´n de la actividad
card´ıaca por nudos
En este cap´ıtulo se vera´ como se detectan trayectorias anudadas en un
sistema dina´mico tridimensional y el ca´lculo de su invariante polinomial.
6.1. Deteccio´n de trayectorias anudadas.
Esta seccio´n se ataca el problema de detectar si una trayectoria Γ de
un sistema dina´mico tridimensional, es una trayectoria anudada. Con este
propo´sito se propone el uso de un algor´ıtmo computacional [30], que permite
detectar los puntos de cruce de la trayectoria, o en su defecto, si existen
puntos de interseccio´n en la misma.
Supongamos que las soluciones de un sistema dado de tres dimensiones
sean cualesquiera tres sen˜ales como se muestra en la figura 6.1
Sea la proyeccio´n de la curva Γ una proyeccio´n apropiada π(Γ) del sistema
dina´mico, i.e. una proyeccio´n tal que se detectan correctamente todos los
cruces de la trayectoria del sistema [30].
Por ejemplo, si escogemos la proyeccio´n vista desde el eje z del sistema,
entonces estaremos trabajando con los valores del plano x − y y por ende
estaremos buscando puntos de interseccio´n p ∈ π(Γ) en el plano x − y. En
este caso, un punto de intersecio´n donde π(Γ) coincide dos veces ∈ [0, T ],
donde T es el periodo de Γ. Si π(Γ) es un diagrama va´lido de un nudo,
entonces Γ ∈ K, y Γ = K; entonces Γ coincidira´ dos veces en p [30].
Cada vez que se encuentra uno de estos puntos, se analiza si p es un punto
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Figura 6.1: Sistema de tres sen˜ales
de interseccio´n o de cruce en la trayectoria Γ ∈ R3, una vez que cualquier
posible interseccio´n es descartada, se revisa si se ha terminado de seguir la
trayectoria total del nudo, es decir, se verifica que ti < t¯i [30];donde ti y t¯i
son puntos de interseccio´n en el plano de fase de la proyeccio´n del nudo.
Este algor´ıtmo arroja una lista de puntos de cruce de la curva Γ ∈ R3,
que posteriormente son utilizados para calcular el invariante topolo´gico de la
curva analizada [30]. Saber el tipo de nudo que se obtiene despue´s de esta
operacio´n, depende de clasificaciones previas conocidas como tablas de nudos
[5], tales como la generada por Tait [26].
El siguiente ejemplo esta basado en la ecuacio´n de Parris [32] de una
trayectoria de un nudo toroidal donde m es el nu´mero de vueltas de la tra-
yectoria en la longitud de un toroide y n las vueltas alrededor de su meridiano
ver figura 6.2.
La ecuacio´n de Parris tiene tres componentes y esta descrita por la si-
guiente expresio´n
x˙1 = −mx2 + nx1x3,
x˙2 = mx1 + nx2x3,
x˙3 = (
n
2
)(1 + x23 − x
2
1 − x
2
2).
(6.1)
Las condiciones iniciales son x1(0) = −2,5, x2(0) = 2,5, x3(0) = 0,78 y
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Figura 6.2: Longitud y Meridiano del Toroide
los valores de m = 2 y n = 3 [30], lo que nos da la curva Γ = el nudo tre´bol.
La gra´fica de las tres sen˜ales x1, x2, x3 contra el tiempo t se muestra en la
figura 6.3.
El ca´lculo de los puntos de cruce de la proyeccio´n π(Γ), escogiendo la
proyeccio´n de π(Γ) ∈ X × Y arroja la siguiente figura 6.4
Los puntos de cruce detectados en las tres sen˜ales estan representados en
la figura 6.5, las lineas verticales muestran la misma coincidencia de valores
en tiempos distintos ti y t¯i; los puntos pi son los enlistados a continuacio´n.
M =
-0.4700 -0.1700 -0.8600 0.0567
0.3800 -0.3200 0.8600 0.1612
0.0900 0.4900 -0.8600 0.2663
-0.4700 -0.1700 0.8700 0.3711
0.3800 -0.3200 -0.8600 0.4758
0.0900 0.4900 0.8600 0.5802
De la lista de los puntos pi, la primer columna corresponde a valores de
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Figura 6.3: Sen˜ales x1, x2, x3 vs. t generadas por la ecuacio´n de Parris
Figura 6.4: Puntos de cruce en el sistema.
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Figura 6.5: Gra´fica de x1, x2, x3 vs. t, mostrando los valores de puntos de
cruce encerrados en c´ırculos.
x, la segunda a valores de y, la tercer columna a valores de z, la cuarta y
u´ltima a valores de tiempo.
Como se puede observar, los valores no coinciden para el valor del eje z,
y la ocurrencia en el tiempo tambie´n difiere entre puntos, i.e. ti 6= t¯i lo cual
significa que la curva Γ ∈ K es decir, que gama esta en el espacio de nudos,
por lo tanto Γ pertenece al conjunto de nudos.
Por cuestiones pra´cticas, el ca´lculo del invariante se hace mediante un
programa externo llamado Kebap, los puntos pi se introducen en el programa;
utilizando el polinomio de Alexander como ejemplo de invariante a aplicar,
el resultado de dicho ca´lculo arroja el polinomio t2− t+1 que es la expresio´n
correspondiente al nudo tre´bol, como se vio´ en el cap´ıtulo anterior .
6.2. Nudos en Sistemas Dina´micos
En al art´ıculo de J. S Birman y R. F. Williams [29]; habla sobre la exis-
tencia de nudos en los sistemas dina´micos, el sistema que utiliza el art´ıculo
es el atractor de Lorenz el cual puede contener la mayor´ıa de los nudos. En
esta seccio´n se vera´ la simulacion de un nudo en el atractor de Lorenz.
En el cap´ıtulo uno se vio´ la simulacio´n del atractor de Lorenz, aqu´ı ve-
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remos un ejemplo del nudo que se forma en este sistema dina´mico. Sabemos
que el atractor de Lorenz esta dado por las siguientes ecuaciones:
x˙ = a(y − x),
y˙ = x(b− z)− y,
x˙ = xy − cz.
(6.2)
Ejemplo
Con a = 10, b = 99,96 y c = (8/3) [29]; con condiciones iniciales
x1(0) = 1, x2(0) = 0 y x3(0) = 0 y con un tiempo de t = 9seg; mediante
el algoritmo [30] obetenemos los datos del nudo que se forma en el
atractor de Lorenz, siendo x la primera columna, y la segunda y z la
tercera.
130.8700 10.2800 1030.3700
-40.1400 -100.4800 600.5000
130.8700 10.2800 1040.0300
-40.1400 -100.4800 630.3300
-20.7700 -70.2400 570.3700
-20.8400 -70.4100 570.1700
-20.9100 -70.5800 560.9800
150.7600 30.4400 1070.9300
-20.8100 -70.3300 590.4400
-10.2100 -40.0600 640.6600
-20.6700 -70.0000 580.1100
150.7600 30.4400 1070.8700
-20.6700 -70.0000 590.1800
-20.8100 -70.3300 580.7400
-10.2100 -40.0600 640.7400
-20.7700 -70.2400 570.8500
-20.8400 -70.0410 570.6500
-20.9100 -70.5800 570.4500
El polinomio calculdo es t2 − t + 1, que como ya sabemos representa al
nudo tre´bol, que tambie´n se conoce como nudo 31 .
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Figura 6.6: Puntos de cruces en la ecuacio´n de Lorenz para los parametros y
condiciones in´ıciales dadas.
6.3. Representacio´n Tridimensional de la Dina´mi-
ca del Corazo´n
La representacio´n de la actividad del corazo´n en tres dimensiones, a partir
de lecturas de electrocardiogramas no es nueva, e.g. [31], los valores de las
sen˜ales arrojados por las derivaciones del ECG son graficados para formar
un diagrama de fase del sistema; nosotros veremos esa representacio´n tridi-
mensional como un nudo y obtendremos su invariante topolo´gico (invariante
polinomial). En el caso de los ECG no se obtiene una trayectoria cerrada
de manera estricta, esto debido entre otras cosas, a la actividad pulmonar
y a diversos factores de estress del individuo estudiado o cambios de ritmo
del corazo´n durante la lectura del ECG. En este trabajo se propone el cie-
rre de la trayectoria al terminar un ciclo completo de la actividad card´ıaca,
por ejemplo, al inicio de la onda P y te´rmino de la onda T, de esta manera
la trayectoria de la actividad ele´ctrica del corazo´n se puede considerar una
trayectoria cerrada Γ y el algor´ıtmo puede llevarse acabo a lo largo de un
periodo completo.
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Ejemplo del ca´lculo para el invariante polinomial de una tra-
yectoria tridimensional de la dina´mica del corazo´n
1. Se tienen tres sen˜ales de la trayectoria generada por el corazo´n.
Figura 6.7: Sen˜al del electrodo aV L contra el tiempo.
Figura 6.8: Sen˜al del electrodo V 5 contra el tiempo.
CAPI´TULO 6. REPRESENTACIO´N DE LA ACTIVIDAD CARDI´ACA POR NUDOS 77
Figura 6.9: Sen˜al del electrodo V 6 contra el tiempo.
2. Los datos de las tres sen˜ales se ingresan al algoritmo para obtener los
cruces y se obtienen los siguientes datos. Siendo x la primera columna,
y la segunda y z la tercera.
-4.2000 4.6000 5.6000
-4.9000 4.1000 5.1000
-5.5000 3.8000 4.7000
-5.0000 4.1000 3.2000
-4.4000 4.6000 3.7000
-4.7000 3.6000 5.3000
-5.0000 4.1000 5.6000
-5.0000 4.3000 5.8000
-5.0000 4.3000 5.2000
-4.2000 4.4000 5.5000
-5.5000 3.8000 3.0000
-4.9000 4.1000 3.3000
-4.2000 4.6000 3.8000
-4.6000 3.5000 5.2000
-4.6000 3.6000 5.3000
-4.6000 3.8000 5.4000
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-4.4000 4.6000 5.2000
-4.0000 3.9000 4.9000
-4.6000 3.8000 4.7000
-4.6000 3.6000 4.6000
-4.7000 3.6000 4.6000
-4.6000 3.5000 2.5000
-4.0000 3.9000 2.8000
-4.2000 4.4000 4.9000
3. Con los datos obtenidos, el polinomio ca´lculado fue t2 − t + 1 que
representa al nudo tre´bol
Se grafica aV L, V 5 y V 6 en el espacio tridimensional y obtenemos la
dina´mica del corazo´n en R3 como se representa en la figura 6.10.
Figura 6.10: Dina´mica del corazo´n en el espacio R3
Nota: En este ejemplo se tomaron tres ciclos de la actividad card´ıaca
para hacer el ana´lisis; en los ejemplos posteriores se tomaron de dos a tres
ciclos, ya que con las pruebas realizadas con menos de dos ciclos no arroja
resultados concluyentes y con ma´s de tres ciclos el ca´lculo computacional se
complica.
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6.4. Conclusiones del cap´ıtulo
Con el ana´lisis y metodolog´ıa propuesta se pueden obtener firmas to-
polo´gicas para sistemas dina´micos totalmente distintos y encontrar diferen-
cias y similitudes en las trayectorias. Los primeros dos ejemplos son el resul-
tado de simulaciones de sistemas dina´micos, ambos deterministicos, siendo
el primero de una estructura sencilla, el segundo por su parte presenta una
dina´mica cao´tica dependiendo de las condiciones in´ıciales (adema´s de que las
condiciones in´ıciales determinan el tipo de nudo que surge en el sistema) y
por u´ltimo, el ana´lisis de una lectura de electrocardiograma obtenida de Phy-
sionet [33] , es decir, datos de pacientes reales. Los tres sistemas mostraron
la misma estructura topolo´gica al obtener el mismo invariante polinomial.
Cap´ıtulo 7
Resultados
Utilizando sen˜ales esta´ndard del sitio Physionet [33], se llevaron a ca-
bo busquedas de trayectorias anudadas en pacientes que tuvieron un infarto
de miocardio y en la cual pudieron sufrir algu´n tipo de dan˜o en el mu´scu-
lo card´ıaco (cardiopat´ıa). A continuacio´n se presenta la figura 7.1 donde se
puede visualizar las partes del corazo´n afectadas cuando se presenta un in-
farto de miocardio. Para los resultados obtenidos es la misma metodolog´ıa
descrita en el cap´ıtulo anterior para el ca´lculo del invariante polinomial de
una trayectoria tridimensional de la dina´mica del corazo´n.
1. Las figuras 7.2, 7.6, 7.4, 7.8 y 7.10 presentan las gra´ficas de pacientes
diferentes los cuales sufrieron un infarto de miocardio infero-lateral,
infero-postero-lateral, antero-lateral y con el ana´lisis descrito anterior-
mente se obtuvo el resultado del nudo t2 − t+ 1.
2. Las figuras 7.13, 7.15 Y 7.17 presentan las gra´ficas de pacientes diferen-
tes los cuales sufrieron un infarto de miocardio anterior y con el ana´lisis
se obtuvo el resultado del nudo −t+ 1.
3. Las figura 7.20 presenta la gra´fica de un paciente el cual sufrio´ un
infarto de miocardio inferior y con el ana´lisis se obtuvo el resultado del
nudo t4 − 5t3 + 7t2 − 5t+ 1.
4. La figura 7.22 presenta la gra´fica de un paciente el cual tiene una enfer-
medad de las va´lvulas card´ıacas tambie´n llamada Cardiopat´ıa valvular
o Valvulopat´ıa, la cual afecta el flujo de sangre que circula a tra´ves del
corazon, modificando asi la sen˜al ele´ctrica del corazo´n y con el ana´lisis
se obtuvo el resultado del nudo t2 − 3t+ 1.
80
CAPI´TULO 7. RESULTADOS 81
Figura 7.1: Partes afectadas del corazo´n en un infarto [35]
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Primer caso: pacientes con el polinomio t2 − t+ 1
Paciente 1 (Infarto de miocardio infero-lateral [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.2: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo Avl
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 5 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 6 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.3: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 3 (Infarto de miocardio infero-postero-lateral [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.4: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V x
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V y contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V z contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.5: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 18 (Infarto de miocardio infero-postero-lateral [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.6: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo Avl
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 5 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 6 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.7: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 38 (Infarto de miocardio antero-lateral [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.8: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1 con-
tra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del elec-
trodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.9: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 48 (Infarto de miocardio antero-lateral [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.10: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.11: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Concluciones para el primer caso
Se llevo a cabo el procedimiento descrito en el cap´ıtulo 5 para el ana´lisis de la
dina´mica del corazo´n para pacientes con infarto de miocardio infero-lateral,
infero-postero-lateral y antero lateral, ca´lculando el polinomio t2−t+1. Como
se puede observar, las partes en donde se presetan estos infartos esta´n casi
en la misma regio´n y los cinco pacientes tienen en comu´n el dan˜o en la parte
lateral.
(a) (b)
Figura 7.12: Partes afectadas del corazo´n en color rojo, a) infarto infero-
lateral e infero-postero-lateral, b) infarto antero-lateral
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Segundo caso: pacientes con el polinomio −t+ 1
Paciente 5 (Infarto de miocardio anterior [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.13: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.14: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 6 (Infarto de miocardio anterior [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.15: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.16: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Paciente 10 (Infarto de miocardio anterior [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.17: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.18: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Concluciones para el segundo caso
El resultado obtenido para este caso donde los pacientes presentaron un in-
farto de miocardio anterior el resultado obtenido fue el polinomio −t+1. La
parte del mu´sculo donde se presenta el dan˜o de los tres pacientes es una sola
regio´n del corazo´n.
Figura 7.19: Partes afectadas del corazo´n en color rojo
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Tercer caso: pacientes con el polinomio t4 − 5t3 + 7t2 − 5t+ 1
Paciente 93 (Infarto de miocardio inferior [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.20: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo V 1
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 2 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 3 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Figura 7.21: Parte afectada del corazo´n en color rojo
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Cuarto caso: pacientes con el polinomio t2 − 3t+ 1
Paciente 106 (Cardiopat´ıa valvular [33] [34].)
(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.22: Gra´fica de un electrocardiograma, a) Sen˜al del electrodo Avf
contra el tiempo, b) Sen˜al del electrodo V 5 contra el tiempo, c) Sen˜al del
electrodo V 6 contra el tiempo, d) Gra´fica tridimensional del ECG.
Concluciones para el tercer caso
El resultado obtenido para este caso donde el paciente presento un infarto de
miocardio inferior fue el polinomio t4−5t3+7t2−5t+1 . La parte del mu´sculo
donde se presenta el dan˜o del paciente es una sola regio´n del corazo´n. Como
se puede observar el polinomio obtenido en este paciente es diferente a los
anteriores, mostrando una diferencia en el infarto presentado.
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Concluciones para el cuarto caso
El resultado obtenido para este caso donde el paciente presento una cardio-
patia valvular fue el polinomio t4−3t+1. Este tipo de dan˜o no es provocado
por infarto pero repercute a la lesio´n del mu´sculo card´ıaco cambiando la
morfolog´ıa de la dina´mica del corazo´n y se obtiene un polinomio diferente a
los casos anteriores.
Cap´ıtulo 8
Conclusiones y Trabajo futuro
8.1. Conclusiones
Con los resultados obtenidos se puede ver que con la metodolog´ıa pro-
puesta basada en la teor´ıa de nudos, se encontraron trayectorias anudadas
en la dina´mica de la actividad card´ıaca, y as´ı con el invariante polinomial
obtenido se encontro´ similitud y diferencia en el tipo infarto que presentaba
cada paciente. Esta metodolog´ıa analiza la estructura topolo´gica (forma de
la onda) de la dina´mica del corazo´n sin tomar en cuenta su me´trica, lo cual es
una forma cualitativa de ana´lisis de la actividad card´ıaca que puede ayudar a
un mejor estudio. Un estudio detallado de los invariantes polinomiales puede
coadyuvar a un mejor modelo matema´tico que represente el funcionamiento
del corazo´n.
El diagno´stico de las enfermedades card´ıacas lleva procesos que requieren
de personal especializado para su ejecucio´n, es decir, que si no hay experto
no hay un buen dictamen; la metodolog´ıa que se propuso pretende ayudar al
me´dico proporcionando una base de datos me´dicos de cada nudo con su po-
linomio que represente una enfermedad card´ıaca esto como una herramienta
ma´s a su trabajo para contribuir a un mejor diagno´stico.
8.2. Trabajo futuro
Ana´lisis de mas casos de pacientes que presenten algu´n tipo de cardio-
pat´ıa y dar una validacio´n me´dica. .
95
CAPI´TULO 8. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 96
Proponer una nueva topolog´ıa para la ubicacio´n de las derivaciones de
un electrocardiograma, para que con tres electrodos nos de la informa-
cio´n necesaria de toda la dina´mica del corazo´n.
Desarrollar una bita´cora me´dica de cada nudo con su polinomio que re-
presente una enfermedad card´ıaca (esto nos puede ayudar a simplificar
y mejorar el trato a tiempo de enfermedades del corazo´n apoyando al
me´dico en su diagno´stico).
Ana´lisis de arritmias por medio de nudos.
Encontrar la trayectoria anudada y firma topolog´ıca de un paciente
sano.
Desarrollo de un sistema integral que incluya el algor´ıtmo de ca´lculo
del polinomio del nudo y base de datos de casos medicos.
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Ape´ndice A
A.1. Tabla de nudos
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A.2. Lista de polinomios de nudos
Polinomios de Alexander
31 t
2 − t+ 1
41 t
2 − 3t+ 1
51 t
4 − t3 + t2 − t+ 1
52 2t
2 − 3t+ 2
61 2t
2 − 5t+ 2
62 t
4 − 3t3 + 3t2 − 3t+ 1
63 t
4 − 3t3 + 5t2 − 3t+ 1
71 t
6 − t5 + t4 − t3 + t2 − t+ 1
72 3t
2 − 5t+ 3
73 2t
4 − 3t3 + 3t2 − 3t+ 2
74 4t
2 − 7t+ 4
75 2t
4 − 4t3 + 5t2 − 4t+ 2
76 t
4 − 5t3 + 7t2 − 5t+ 1
77 t
4 − 5t3 + 9t2 − 5t+ 1
81 3t
2 − 7t+ 3
82 t
6 − 3t5 + 3t4 − 3t3 + 3t2 − 3t+ 1
83 4t
2 − 9t+ 4
84 2t
4 − 5t3 + 5t2 − 5t+ 2
85 t
6 − 3t5 + 4t4 − 5t3 + 4t2 − 3t+ 1
86 2t
4 − 6t3 + 7t2 − 6t+ 2
87 t
6 − 3t5 + 5t4 − 5t3 + 5t2 − 3t+ 1
88 2t
4 − 6t3 + 9t2 − 6t+ 2
89 t
6 − 3t5 + 5t4 − 7t3 + 5t2 − 3t+ 1
810 t
6 − 3t5 + 6t4 − 7t3 + 6t2 − 3t+ 1
811 2t
4 − 7t3 + 9t2 − 7t+ 2
812 t
4 − 7t3 + 13t2 − 7t+ 1
813 2t
4 − 7t3 + 11t2 − 7t+ 2
814 2t
4 − 8t3 + 11t2 − 8t+ 2
815 3t
4 − 8t3 + 11t2 − 8t+ 3
816 t
6 − 4t5 + 8t4 − 9t3 + 8t2 − 4t+ 1
817 t
6 − 4t5 + 8t4 − 11t3 + 8t2 − 4t+ 1
818 t
6 − 5t5 + 10t4 − 13t3 + 10t2 − 5t+ 1
819 t
6 − t5 + t3 − t+ 1
820 t
4 − 2t3 + 3t2 − 2t+ 1
821 t
4 − 4t3 + 5t2 − 4t+ 1
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